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 عمومي ریاضي ج‌

زموو د ګ اووهیو د وو یګ نوو  یایوو    دووهیضي  سووي ګ وضکووول م وودرل  وو ا ر   دوو   ګ ګویوول            

کب    ګ خپهیاي محداض  یا   و ع یمل ګي  چي ن  معکوف یا لو وا  تنهااهیم       دمغږي  ګ س

زګه سړا بهخ  سي ضي ګ وضکو کت  تدوضس یت  زمن سړی ګی. ډضهی زګه س  رل چوي لو وا زګه سوړا    

یت  زې اوتو  اړوضوږي  نودې ییوکی یوض و  ګه چوي ګ        ېهې  ګیخد ږي ګ وضکول  زګه سړې نهمهکل ډت

ل وا زګه سړا مؤی   ګ ل مړي سکل وضکول ګییي تداضن دول چوي ګ  و ا دل ګاوې ګ معد موکت      

متمم اي یا ن  ع ن اخ  سوي ګ ویتد  رو  یوت وک لپوکوه ضوي دوم   یبسو  ایایول. ګ دمودې یوت وک یا           

ګ عمو مل وضکوول ستوکه نو        ر  تو  مو   ایکی ګ طب عل عد م  ګ ل مړي سکل زګه س مصدح  ن  ی

نوک  سووي ا  وو  یا بوووپړ دو . ګ ستووکه محت ضووکا ګ عموو مل وضکوول سدوول یا لوو مړ ل م ووکد م ګي. ګ     

ستکه ن  دهه بهخ  سي دڅ  د ې څ  مبکحث ن  یکګه  عک  فهم یا ل ډ ډال ت و ح دل. ګ یمرکو توه  

  یا  ظووهي م ووکضد  لوو  ت ووو حکت  څووو  ډډه دوو ې یا ضوو یزې ګ تيب  وول     بهضووده ګ ت   وول ت صوو  ت 

 م کئد  ن  ده ګي یا تحد دل ت و حکت  یست ک د ې.

  ۍګغ  ستوکه یوهب هه نوه ګې چوي ګ یوکض س نو د دي لو مړي سوکل سوي تودوضس س وږي ګ ی    وه            

  ګ يیا واز و  ين لي تو  ک  زویعو   اته وهي   مرپو د ي  ی تصوکګ  فکوم ول  طون   و ا        

هب ي معدم مؤی ي یا   وا لپآوه دم اټ و ګی.  و  ایضوم چوي ستوکه لو  دوهه یوخو  سکمول یا نهتو  لو            ت

  ګ ړضو  یا  ن ت ودي م ول س وږي   ض  ی ص  ګی. ګ ګې عدم ع  م دی   یص حل اوی دضز یا  ظه ن  او

ترړه   یو  کغدل   و یحمد دکد ن    ډېه م  داض  ضم چوي ګی ستوکه نو  مرمول ت او   ګ نهوت  نو         

 خ دا عبکویت  تهجم  سړ .

 م. انورغـوری
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ن  ګغي نېړۍ سي دغو  دېو یګ ډېوه اوایوت  نوکتي اي چوي لو         ض ادتم  نېړۍ ګ یوضر  نېړۍ ګه  

 ړض یلي ټ ل ي یهه بي یوضر  اي. ګ   وا بهخ  نو  دوکو ګ د  یګا و  عدمول یوضرو  یوکتل دوم خو وی         

یوضن ګي  ګ عدمل یوضر  ض ه ړو ګی ګه چي د  یګا   ګ ض ه بل ګ عدمل یتبکع  آثکو اژبکوې یا ن  ګې 

 ګ د  یګا   تهم ځ ټ لي ن لي اوی ي سړي. سکو یهه ګ عدمل یوضر  ن  ح یل 

تکوضخ م د ت  ایضل چي ګ عد مو  ډېوهي م وکد م نو  آیو ک سوي یض وکګ یا ګ عهبول مموکلر  لو  ړوې           

غهبل د  یګا   ت  ګ ژبکوا ن  مهیت  لېږګال دو ي ګي یا نو  ګې ت او  ګ ژبوکوې نو   وضعو  عدو   لو          

ګي. ګ یوکوي نو  ت او  ګ وضکوول   ول یعودیګا       ض ې  وکوې ا بدوي یا لو  ضو ه د و یګ ا بول تو  ویو دلل         

ی  تم د دی و عهبل چي م د یا تکیي ضي سکواا ن  د د سي م دت  ویغدل ګ یعهیب  ن   وضع  غهه 

 ت  لېږګال د ي  د وې م کد م یا سکوا ي ضي ژبکول د ي یا عم مل) ړض یل( و ګ ضي غ وه سړی.

بحوث نوهې سو ل دوکضد  وکممرن اي. نو         ګ ژبکوې یدم   ګامهه ګی چي ن  ض ه ګاه نوکویاهیف سوي  

عدمل بهخ  سي ګ یفغکو محصد    ددضد یوت کاا یا ګ عدمول ستوکب    یا اث  و    مسړت وکاا مو د      

ګې ت  یو یض وت  څو  لو  ګې ړوې یفغوک ل عدمول ټو ل ي تو  ضو  څو  اوی ودې سوړا. نو  ګې ت او  مو  نو                 

یض وکګ سوړ  مو د خپول سوکوي      سکل سي ګ  وکغدل یحمود فهو م یوپ ن غوه نو  مووهۍ ګغو  مهسوز           ۲۹۳۱

ل مړضت ب    ن  ګې ت ا  اټکسل چي ل مړی ب  ګ یفغک  تکو ګ ټ ل  ن د د و  ټو ل ګویول ستوکب        

ګاا مدل ژب  تو  ژبوکوا  نو  ګاضوم اوک  سوي بو  ټو ل ممود ګویول ستکب  و  چوي محصول تو  ګ زګه سوړې                

ګویوول ستکب  وو  یا نهمهووکل ډېووهه یاده اوسوو ي ژبووکوا  لوو  ګې ګاا اوایووت  ګوضووم اووک  سووي چووي سدوو    

ممود ګویول ستووکب    ګ محصول نوو  یخت وکو سوي ای ووع دو ل یا عدموول چوک ټي ضوي ډسووي دو ې   وو  ګ          

دمدې محصد    ن   وضع  تح   ول سکوا و  سو ل څو  دوه څو پ نو  خپدو  بهخو  سوي څېړ  وزې نکضدو              

تهړیوو  سووړی دوول چووي خ دووبوتک   تووه  وون او ووي نوو وې ات ی  وودل  ګ سکبوول ن د توو و یووکض س             

یل ستکب    ل  ض ې مدل ژبي څو  بدوي مدول ژبوي تو  اژبوکوا یا ګی لوړۍ بو  توه دغو  ګای           ن د دل ګو

لهي څو  ګ یفغک  وتکو ګ ټ لو  ن د د و  ټو ل ګویول یا ټو ل  ړضو یل ممود ګویول ستکب  و  نو  ګایوا             

 مدل ژب  الها.

م د ن  سکوي ن و سي ګ زوغو و نو   کمو  ګ ضو ې عدمول م دوي خپوهل دوم ال  خو  ګ ی تصوکګي یا           

ګض  ي یمرک کت  ګ  ض  ایلل ل  سبد  ن  ګې سکو ا   ت ی  دل   یمک ګ ګې اعدې ګ ن وه سېدا یا ګ ب 

( ن   کم  ض ه ف  ب پ نکڼ  ج وه سړه چي محو   Zarghoon Greenګې توي ګ ډس دا لپکوه م  ګ )

 عدمل م کضل خپهاي یا ن  یلرتها رل ت ا  ضي ته خدر  وی ي.
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چي ن  عدمل لحکظ ګ د  یګا   یهه زم د ګغ  فصل ض ه اوځ ن  ل  خپد  ګغ  دڅ  م  طمع ګی ګه 

اصل ایاوي یا زم د محصول ګ  وړۍ ضوک حتوي ګ یو مي لو  محصول یوهه عدمول ت کبول اسو لي دول.             

زم د ګی دڅي زم د ګ یمرک کت  ن  ت کین خ وی عکلل ګي  خ  ګ ګې یتهې عدمل یوت ک ن  نهتد  ب ک 

و ګه چي ده څ پ مټي وی ا غکوي یا ګ ګې مهسز یهه ن  ن   و  ح که ګي     م د یا تکیي ت  نرک

مع  ي بهخ )ژبکوا  سمپ ز یا ډضزیضن( سي دمروکوي اسوړي څو  ړ ی ول ګ د و یګ اي عدمول ډیا  و         

 خړاه یا ګ اطن عدمل سکګو ت ده مکت  سړی د .

 

 د باسواده افغانستان په هیله

 انجنیر مطیع الله هوتک

 عمومي رئیس او د علمي بورډ مشرد زرغون څېړنې او ژباړې مرکز 
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 عمومي ریاضي م‌

عموو مل وضکووول ګ یعوودیګا ی  ووتم  تحد دوول د دیووي م وودمکا  ت یبووع  ل موو   موووت            

ی تسهیل  تيب  ل م کضل یا ګې ت  اوت  مبکحث ن  بوه سوي لوهي. چوي ګ یل بوهي یا تحد دول د دیوي        

طهض    ۍګاا طهض   ميهح س ږي. ل مړم ت ګا   ن   وضع  څېړل س ږي. نکی  ل مبکحث معم ړ ن  

ګ ل دل  یا   کیل م ت ګا   ن  سکوال  یا یکګه مثکل  ن  ب ک  ل  یوهه ګ م وو عکت  طوهح سو ل یا     

د    وین  ا ت  س ي  دغو  ستکب  و  چوي نو  ګې ت او  توداضن س وږي ګ )) مووت    و  ي یا ی تسوهیل           

روو لس(( ګی. ګاضمو  طهض وو  سووي   کموو  ضوکګضږي چووي یومب ل ک  وو   ضوي ))سد       و  ي دوومېه ي(( نو  

ږي چي ده یوخ ز یا م صل ګ   نري نک  سوي   و ل    م و عکا ن  ګ    یا م ي ل ت ا  تحد ل س

. ګ ګې ګاا طهض وو  ګ لس ووږي  نوو  ګاضموو  طهض وو  مهتوون دوو ي ستووکه توو  )) ګ وضکووول آ ووکل ز(( ایضوو     

اوتو  ګی یا عو ن    ت ر ک یا تو ن ه لپوکوه ميدو  مع وکو  ووت   ګغو  ګاه ع  ی   و  لو  ضو ه بول یوهه           

طهض ي ن   وضع  تداضن د ی. ن  ل مړي اک  سوي   ۍم و عکا لهي. عم مل وضکول ستکه ګ ل مړ

ګ ح   ل یعدیګا ی ټ تص  ف یا ميهح د ی چي ن  ګې ت ا  مووتدط یعودیګ دوم معهفول س وږي       

م یا  يبوول ضاوایووت  متحوو ل ن یا یوا ووده یوضرووي ضووي ګ ح   وول یعوودیګا ګ ع کصووها نوو  ت اوو    ووک   

ګ م وکطع  تصکت  ی  تم نېژ دل د ي  م وت  م خي  و   ګیضوهه  مووتدط یعودیګ یا موهاطول       مو

اهیف ک ګ ییکیکت  ن  ت ا  ميکلعو  س وږي. عودګي تهیګف  و   ګ ت یبعو   وک سړ ي  ن ل  و مل یا        

 کط  ت یبع   موکضل یا ل اوکوتمل ت یبوع  مثدثوکتل یا معرو ی مثدثوکتل ت یبوع  دکضپهب ل وک یا         

ک ت یبووع دغوو  یوضوون م ووکد م ګي چووي نوو  نوو وه ت صوو ل ميووهح دوو ي. ییکیوول   معروو ی دکضپهب ل وو

مبکحث ګ ت یبع  ل م   ګ دوهډال ت یبعو  مووت      معو ن ی تسهیل  و  یا ګییوي  و و ګي  ګ ټ لو          

م و عکت    یعد یا یوضري ن  عک  فهم یا ده ګي) سدر لس ت  اوت ( ت ا  ګ م ي ل ت د ل ن  

ت  غ ه مع ن ی تسهیل ګ موت  معر یي عمد ي نو  ت او  ميوهح    نک  سي    ل  یهه ميهح د ي. ګل

نو  ت او  تعهض  وږي چوي ګ      ۍعودګي لوړ  ګ د ی  اوایت  معو ن ی تسوهیل لو  وضموکو م مو عي څوو        

ي یهه ګغ  ګاه ی تسهیل    ل  ض ه بل یهه  هود ږي. ګ  و  تيب  ول مثکل  و  نو       ض  یوین   تن  ض ي 

. ګ اوهیف نو  ویوم ل   ګ بحهی ول   يو  نو  ټوکسد   ګ        ټ ل  بهخ  سي ل  م و عکت  یوهه ووم م  ګي  

یعظمل یا یصغهي م کضد  تحد ل  ګ ی ح ک ن  ډال  و   ګ م ح ول اوک   ګ عيوف   يوي یا نو  موبهم        

حکل  سي ګ ت یبع  ل م  دمېهل  )د ن تکل  کعده( سي ګ موت  سکوا ي ووم ل مبکحوث ګي ګ ګې   

 یبعو  اوهیف نو   وضعو  محوکح م وکحت   (       تهڅ ګ ن  د دیل دمېه  ) ګ م ح ل اک   ط ل یا ګ ت

د دیل دمېه   ل ډضز   عکم  سي ګ ی تسهیل ییت کګه ګ  ک سړا مثکل    یهه ضي ميهح د ي. ګ    

 .يبهخ  سي وم م  د  ۍ  اوایتنیا ګ مثدثکتل   بت    ګ     یضه ګ ي عد  ګ ستکه 

 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 1

د سیټونو نظریه د ریاضیاتو لومړنی مبحث دی چې د ریاضیکي مفاهیمو په تصنیف، ډلبندۍ او 

تشریح ته ښه انسجام ورکوي. د ریاضي ډېرر مرم ر مبا رث د سریټونو دواپردو پره برینره  یرانی ي         

سرریګ تیررورۍ لرره  نسرریګ     یننررې پرره ریاضرري کررې سرریګر م ررو کررې مرامررر ترره ورترره مف رروم لررري. د        

ایښودونکو څخه یو هم جرمني پالم ))کانتور(( دی. دغه څپرکی په لنډ ډول پره یرادو موضروپا     

  حث کوي او په دې تومه د اپدادو سیستم چې د ریاضي اصلي منشاء مڼل کی ير منرفي کوو.

1.1   

لپاره یې  اید ووایم چې: سیګ  په ریاضیکي تومه د سیګ  شپړ تنریف نه دی موی، خو د توضیح

د نرره تکراریرردونکو مفرراهیمو او مرریانو ډلرره، مجمرروس او یررا کلیکسرریوع دی لکرره د جفرر  اپرردادو    

سیګ، د اروپایي هیوادونو د پلازم نو سیګ، د انتي  یوتیک درمل سیګ، د تو رکلوز ناروغانو 

ه مریاع چرې یرو سریګ     سیګ، د ریاضي کتا ونو سیګ، د  یولومي کتا ونو سیګ او داسې نرور. ه ر  

ABCجوړوي د سیګ پناصر او یا غړي  لل کی ي. سیټونه د انګرېزي په غټو تورو یننې  ,,,... 

abcاو د سیټونو پناصر یې په وړو تورو یننې   ښیي.  ...,,,

سیګ پنصر  Aد  xسیګ کې مامل دی( او که  Aپه  xپلامه) Axسیګ پنصر وي،  Aد  xکه 

  ي.سیګ کې مامل نه دی( کاری Aپه  xسمبول) Axنه وي، 

 : سیټونهر ځانګړنو ته یې په کتو سره کولی مو په دریو طریقو وښیو

په دې طریقه کې سیګ د یوه لنډ پبار  په برینه  یانی ي، داسې چې د پناصرو کلري   

 دوس کې بکر موي وي. مثلا { }ځانګړتیا یې په 

 B{ = هوایروسون}او                A{= یو ردمي پددونه}

پره تشریحي)مشرر ( طریقره کرې د سریګ پناصرر پره مسرتقیم او یرا سرمبولیک تومره             

 ف رس  کی ي، دغه طریقه ه ه م ال مټوره ده چې د سیګ پناصرو مم ر ل  وي.

 مثلا

 

 

0 ,1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9

, , , , , ... , , ,

C

D a b c d e x y z




 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 2

که د سریګ پناصرر ډېرر وي، د سریګ منځقري ځرانګړنې پره سرمبولیک او یرا الجبرري            

ي پنصر پواسځه ښودل کی ي. یننې په دې طریقه کې د سریګ پناصررو ځرانګړنې،    تومه د یوه ټاکل

 ته منسو وي، د ساري په تومه:   xیوه متحول پنصر مثلا

   2 2: 9 0 , : , 1, 2 , 3 ,E x x F x x n n      

ممکن وکولی مو یو سیګ په هره یوه پاسینۍ طریقه وښیو، خو د سیګ ځانګړتیا ته پره کترو سرره    

 ه وي.ماید یوه له دغو طریقو څخه د سیګ په ښودلو کې خورا مټور

که د یوه سیګ پناصرو مم ر منین وير متناهي سیګ  لرل کیر ي لکره     

د انګلیسي الفبا تورو سیګ، د کال د ورځو سیګ او دې ته ورته نور. خو که د سیګ پناصرو مم ر 

سیګ،   ن ای  وي، نامتناهي سیګ ورته ویل کی ي. لکه: د تاق اپدادو سیګ، د راتلونکو ورځو 

 د ه و اپدادو سیګ چې په دریو پوره تقسیم ک دلی مي او داسې نور.

A  اوB     سیټونه مساوي دي، که چ رې دواړه د یو مراع پناصررو درلرودونکي وي

Aنو لیکي چې B  ر په  له م ه، دوه سیټونه له یوه  ل سره ه ه م ال مساوي دي چې د یوه سیګ

 وي او یا  النکسټول پناصر په  ل سیګ کې مامل 

BAسیټونه مساوي نه وي په Bاو  Aکه   تومه لیکل کی ي. مثلا 

   

   

1,3,5,1,3 , 3,1,5

, , , , ,

A B A B

C x y z D x y v C D

   

   
 

مترره دد)ونره(    9: ه ه فرضي سیګ دی چرې هریع پنصرر نلرري، د ه رو کسرانو سریګ چرې         

 پلامه ښیي. Øولري او یا د ه و تاق اپدادو سیګ چې مر ع یې جف  وي. خالي سیګ په 

فرپري سریګ    Bد   Aسریګ کرې مرامل وي،     Bناصرر پره   سیګ ټول پ Aکه چ رې د 

  لل کی ي نو لیکو چې:

BA B فرپي سیګ دی)                د  A ) 

BA B  فرپي سیګ نه دی)                د  A ) 

AB او BA که چ رې. 1  وير پدې صور  کېA B ،ده 

2. Ø سیګ د هر  ل سیګ فرپي سیګ دی، 

 Bکرې   ادرل یرو پنصرر مرتوع لرري چرې پره         Aهوي، په دې صور  کې پر  BA که چ رې. 3

 سیګ کې مامل نه وي، 

 ،AA ې. ینند خپل ځاع فرپي سیګ دی. هر سیګ، 4

CB او BA که.5  وير په دې صور  کې CA دی. 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 3

ه ره سرریګ دی چررې پناصرر یررې سریټونه وي، د سرریټونو سریګر د سرریټونو کررلاس،       

نۍ پره نامره هرم یرادې ي. ه ره سریګ چرې ټرول         اصنافو سیګ، سریټونو ټرولګي او یرا د سریټونو کرور     

سیګ فرپي سیټونه وي، د طاد  سیګ نومی ي او ه ه په  Aپناصر یې د P A  ښیي. مثلا که

 zyxA ,, :وي په ه ه صور  کې 

              , , , , , , , , , ,P A x y z x y x z y z A  

که چ رې ټول د  حث وړ سیټونه پره یروه کلري سریګ کرې مرامل وي، ه ره تره پمرومي           

ولرو انسراني ټولنرو سریټونه د انسرانانو  سریګر       پلامره ښرودل کیر ي، مرثلا د ټ     Uسیګ وایي او پره  

فرپي سیټونه دي. دلته د انسانانو سیګ پمومي سیګ دی، پمومي سیګ تل په نسبي تومه ښودل 

کی ي مثلا کلره چرې د  قیقري اپردادو لره سریټونو خبررې کیر ي، پمرومي سریګ د  قیقري اپردادو             

مخرتلا اپرداد د پمرومي    سیګ دی، خو کله چې د  قیقري او مخرتلا اپردادو سریګ مځرر  کیر ي       

 سیګ په تومه فرضوو.

د سیټونو پمومي ځانګړنو د توضیح په موخه، یو سیګ د تړلي منحني خا په  

 مکل(. 1.1برینه ښودل کی ي او په دې مکل کې پمومي سیګ د مستځیل پواسځه افاده کوي) 

 

 مکل 1.1

1.2   

پدادو کې جمع، ضرب، تفریق او داسې نورې پملیې موجودې دي، په سیټونو لکه څنګه چې په ا

 کې هم کولی مو همدې ته ورته پملیې تنریف کړو:

سیټونو اتحاد له ه ره سریګ څخره پبرار  دی چرې هرر        Bاو  Aد  

Aپنصر یې یا په  سیګ کې مامل وي، یننې: Bسیګ او یا هم په     

 :A B x x A x B     ای    

 
 مکل 1.2



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 4

1  cbaA ,, وا  zyxB ,,،سیټونو BA :سیګ پبار  دی له 

 , , , , ,A B a c d x y z . 

سیټونو تقاطع د دواړو سیټونو د مشترکو پناصرو  Bاو  Aد  

 څخه جوړ موی سیګ دی. یننې

 :A B x x A x B     

 

 مکل 1.3

کرررره چ ررررررې    2 0,1,2A  وا 1,2,3B    پررررره دې صررررور  کرررررې   .راکررررړل مرررروي وي

 2,1BA دی. 

Aمشرتر  پناصرر ونلرري، یننرې      Bاو  Aکره چ ررې    ( B    وير پره

 نسب  یوه  ل ته مجزا مڼل کی ي. Bاو  Aدې  ال  کې 

Bڅخه د Aله   سیګ تفاضل له ه ره سریګ څخره پبرار  دی چرې پناصرر یرې د            

A اړوند وي او پهB  کې مامل نه وي، یننې:    

 \ : ,A B x x A x B   

A\اضل په سیټونو تف Bاو  Aد  B  او یاA B .سمبولونو ښیي 

 

 مکل 1.4

A\د   B  او\B A    سریټونو اتحراد دA  اوB      سریټونو متنرا ر تفاضرل

                   نومی ي او منمو  لیکي:

( \ ) ( \ )A B A B B A   
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         که ځیر مو نو لیدل کی ي چې:

( ) \ ( )A B A B A B    

ABBA او ضمنا ده  . 

 

 مکل 1.5

 د  3 dcbaA ,,,او  gdbfB ,,,  لپاره لرو چې  \ ,A B a c 

وا \ ,B A f g پدې اساس 

 ( \ ) ( \ ) , , ,A B A B B A a c f g    

کرې   Aسیګ مکمله د پمومي سریګ لره پناصررو جروړ مروی سریګ دی چرې پره          Aد  

 سیګ مکمله دی، یننې Aسیټونو تفاضل د  Aاو  Uمامل نه وي، په  ل پبار  د 

{ : , } \A x x U x A U A    

، A ،Aچې په 
cA  او یاA  مکل( 1.6)  نښو ښودل کی ي 

 

 مکل 1.1

 د : 4 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9U  او  0,2,4,6,8A  لپاره لرو چې 

 \ 1 , 3 , 5 , 7, 9A U A  

سیټونو کارتیزین ضرب د  Bاو  Aد   yx,     مرتبو جوړو څخره جروړ مروی

 پنصر وي: Bد yاو  Aد  xسیګ دی، داسې چې 

  , : ,A B x y x A y B    

د  5 1,3,5A  و ا 0,2,4B  پبار  دی: کارتیزین ضرب 

{(1,0),(1,2),(1,4),(3,0),(3,2),(3,4),(5,0),(5,2),(5,4)}A B  
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1. , , 2. ,A A A A A A A B B A A B B A         

       3. ,A B C A B C A B C A B C         

           4. ,A B C A B A C A B C A B A C           

5. , , 6. ,A A A A U U A U A     

7. , , 8. , ,A A U A A A A U U       

 9. , : ,A B A B A B A B Demorgan s Law      

 مم رې اړوند دوې اړیکې د دیمورماع په داپده منروف دي. 9د 

1.3   

 قیقي اپداد په ځانګړو کلاسونو لکه، طبیني اپداد، کامل اپداد، تام اپرداد، نسربتي او غیرر    

 نسبتي اپدادو وېشل موي چې دلته یې په لنډه تومه در پ ژنو:

  (Natural Numbers)       تره   و ....  ا 4و ا 3وا 2و ا1ترر ټولرو سراده مررود اپردادو لکره

 د وایي او د طبیني اپدادو سیګ پبار  دی له:طبیني اپدا

 1, 2 , 3 , 4 , 

 طبیني اپداد د مثب  تام اپدادو په نامه هم یادی ي.

 د طبیني اپدادو د مم رنو یوه مروجه سلسله پبار  ده له: 

پررررررررررررددي  د ردم نوم د ردم نوم

 مقدار

پرررررررددي  د ردم نوم د ردم نوم

 مقدار

 thousand 310 زر one 1 وی

 billion 910  لیوع million 610 ملیوع

 nquadrillio 1510 کوادرلیوع trillion 1210 تریلیوع

illionqu کووینتیلیوع  int 1810  سیکستیلیوع sextillion 2110 

 octillion 2710 اوکتیلیوع septillion 2410 سیپتیلیوع 

 googol 10010 گوگول nonillion 3010 نونیلیوع

 لیررررروع او ملیرررررارد مفررررراهیم د یررررروه  رررررل منرررررادل دي او پرررررددي مقررررردار یرررررې پبرررررار  دی لررررره       

910 1000 000 000 .څخه 
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ډېر مم ر سرمرم کوونکې او جالبې اړیکې لري، دلته یې څو مثالونره   طبیني اپداد له یوه  ل سره

 د   لګې په ډول ښیو:

3 24 27 , 3 24 72 , 9 9 18 , 9 9 81        

2 497 499 , 2 497 994 , 2 47 49 , 2 47 94        

2 2 2 2(11) 121 , (111) 12321 , (1111) 1234321 , (11111) 123454321    

2 2(111111) 12345654321 , (1111111) 1234567654321 
2 2(11111111) 123456787654321 , (111111111) 12345678987654321  

6543211234567887)99999999()12345679(  

(Whole Numbers):            د صرفر پره مرمول د طبینري اپردادو څخره جروړ مروي سریګ تره د

 کامل اپدادو سیګ وایي او په سمبولیکه  ڼه په  ندې ډول ښودل کی ي:

 0 ,1, 2 , 3 , 4 ,  

و جروړو  اصرل ضررب او یرا  اصرل جمرع  یرا هرم یرو طبیني)کامرل( پردد            د طبیني)کامل( اپرداد 

 راکوي.

(Integer Numbers)        د کامرل اپرردادو او ترام منفري اپردادو متشررکل سریګ تره د تررام

 اپدادو سیګ وایي:

 , 3 , 2 , 1, 0 ,1, 2 , 3 ,    

په تام اپدادو کې جمع، تفریق او ضرب پملیې تړلي دي، یننې پره ترام اپردادو کرې د هررې جروړې       

 ق او ضرب   رته تام پدد په  س راکوي.جمع، تفری

. (Rational Numbers)         ه ره اپرداد چرې د دوو ترام اپردادو د نسرب  پره

تومه وښودل مي نسبتي اپداد نومی ي. په نسبتي اپدادو کې صفر هیڅکله نشو کولی په مخررد  

 کې وکاروو:

: , , , 0
m

x x m n n
n

 
    
 

 

ک دای مي د ه ه کسري پدد په تومه هم مځر  مي  هر تام پدد یو نسبتي پدد دی، ځکه تام پدد

وي. په نسبتي اپدادو کې څلور پملیېر جمع، تفریق، ضرب، او تقسیم تړلري دي   1چې مخرد یې 

xدوه نسبتي اپداد وي،  yاو  xیننې که  y ،xy،x y  اوx
y
نسبتي اپداد دي. البته پره   

 تقسیم کې مقسوم پلیه صفر نشي ک دای.
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هرر نسربتي پردد د پرادي یرا متروالي اپشرار کسرر پره تومره ښرودل             

1ک رردای مرري او  ررالنکس هررر پررادي یررا مترروالي کسررر یررو نسرربتي پرردد دی.مررثلا         
7

142857 ،

124
999

0.124 ،5
13

076 923 .او دې ته ورته نور 

0.12 وښیئ چې  1  .متوالي کسر یو ناطق پدد دی 651

0.12651که  651 651x   100د دې مسراوا  اطرراف پره ترتیر  لره       ، کړووضع 000 

  و سره ضرب کوو او  یا یې طرف په طرف له یوه  له منفي کوو.اپداد100او  

100 000 1 2 6 5 1 . 65 1 65 1
12 639 12 639

100 1 2.6 5 1 65 1 0.12 651
99900 99900

99900 12 639

x

x x

x




    


 

 

په دې اساس
12 639

99900
0.12 651 0.12 ې، ینن  . یو ناطق پدد دی 651

2  0.528  پدد په پام کسر واړوئ. 47

 د مخکیني مثال په پام کې نیولو سره دغه پدد له ه ه کسر سره مساوي دی چرې صرور  یرې    

99 او مخرد یې 52319  ې، ینن وي 000

52847 528 52319
0.528 47

99000 99000


  

 کاری ي. 0او د هر غیر متوالي ردم لپآره په مخرد کې   9پرځای په مخرد کې  نو د هر متوالي ردم

 وي په اپشاري سیستم کې داسې لیکل کی ي: 7ه ه کسرونه چې مخرد یې 

1 2 3
0.142857 , 0.285714 , 0.428571

7 7 7
   

4 5 6
0.571428 , 0.714285 , 0.857142

7 7 7
   

لیدل کی ي چې په پاسینیو مپ و اپدادو کې متوالي اردام په یوه منین ترتی  سره دوراع مومي. 

او دې تره ورتره وي د متروالي     31،  23،  11،  13ې ترتیر  ه ره کسررونه چرې مخرجونره یرې       په همرد 

 کسرونو په تومه ډېر جال  او مرت  اردام لري.

(Irrational Numbers)       ه ه اپشاري کسررونه چرې لره اپشراریې وروسرته اردرام

7،  3،  2اد  لل کی ي، مثلا یې نه ختم مي او نه متوالي وي ر غیرناطق) غیرنسبتي( اپد

 ،e وا :غیر ناطق اپداد دي 

2 1.41421413 , 3 1.7320508 , 7 2.6457513   

12.7182818284 , 3.1415926535 , 0.318309886e


   
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 سمبول ښودل کی ي. یا د غیر نسبتي اپدادو سیګ په 

 (. دی) غیر نسبتی  یو نسبتي پدد نه دی 2  وښیئ چې  3

mیو نسبتي پدد وي، نو ک دای مي په  2فرضوو چې ثبو  :
n
 nوا mتومه وښیو، داسې چې 

 هیع مشتر  پامل ونلري. یننېطبیني اپداد وي او 

2
m

n
 

 د پاسیني مساوا  د اطراف له مر ع کولو وروسته لرو چې:

 
2 22

2 2

2
2 2 2

m m
m n

n n

 
     
 

 

لیدل کی ي چې 
2m  یو جف  پدد دی نوm  2هم جف  دی او کولی موm k     وضرع کرړو داسرې

 یو طبیني پدد دی. په دې صور  کې k ال کې چې 

2 2 2 2(2 ) 2 2k n n k    

په دې اساس 
2n  هم جف  دی. نو ویلی مو چېn یو جف  پدد دی یننې m

n
کسر مشتر  پامل) 

 نسبتي پدد نه دی. 2( لري او دا د فرضیې خلاف دی، نو نتیجه اخلو چې 2

(Real Numbers)  څخه جوړ مروي سریګ تره    د اتحاد د نسبتي او غیر نسبتي اپدادو

د  قیقي اپداد سیګ وایي د  قیقي اپدادو سریګ پره          سرمبول ښرودل کیر ي، یننرې

   : په دې ترتی 

, , ,            

یو مستقیم ج   لرونکی خا پره پرام کرې نیسرو چرې یروه نقځره یرې د پیرل)د           

صفر پدد ځای( په تومه دبلوو، د مناس  دیاسي وا د په پام کې نیولو سره مثب  اپداد ښۍ لور 

ته او منفي اپداد له مبدا څخه کیڼې خروا تره ځرای پرځرای کیر ي، پره دې صرور  کرې د هرر  قیقري           

ه د دې مستقیم خا پرمخ یو ځای او  النکس د مستقیم خا پرمخ هررې نقځرې لپراره یرو     پدد لپار

  قیقي پدد مځا ق  کوي. 

 مکل(. 1.7دغه مستقیم خا ته د  قیقي اپدادو محور وایي) 

 

 مکل 1.1
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 a  ،b  و اc  .قیقي اپداد  ندې ځانګړنې لري  

 د ضرب پملیې لپاره پارهد جمع پملیې ل ځانګړنه

 تړوع a b  ab 

a يتبد یل b b a   ab ba 

) ياتحاد ) ( )a b c a b c     ( ) ( )a bc ab c 

0a د پینی  پنصر متوع a  1a a  

)   د منکوس پنصر متوع ) 0a a    1 1
a

a  

) په جمع کې دضرب توزیني )a b c ab ac   

1.4  

په دې پرارامراف کرې د  قیقري اپردادو ترتیر  او ځرای، د اپردادو انتروالونره، د  قیقري اپردادو           

 اړوند دواپد یې منرفي کی ي. مځلق دیم  او

 قیقري اپردادو جروړې لپراره یرو لره  نردې دریرو  رالتونو څخره صردق             bوا aد هرر   

 کوي:

, ,a b a b a b   

aد     ،b واc د ترتی  اړیکه  ندې ځانګړنې لري:  قیقي اپدادو لپاره 

.1                                                                                                       انتقالي دانوع ,a b b c a c    

.2                                                                       د جمع دانوع a b a c b c     

                                                                                            د ضرب دانوع
3. , 0

4. , 0

a b c ac bc

a b c ac bc

   

   
 

د      وو هم اماره اپدادو ضربد    5. 0 0 0 0 0ab a b a b         

دوو  اپدادوضرب مختلف ا ماره د    6. 0 0 0 0 0ab a b a b         

 ba  ((مف وم په دې مننی دی چېa  لهb له  aڅخه وړه یا مساوي ده((، ))   

b baڅخه لوی یا مساوی دی(( پبار  په      .سمبول ښودل کی ي 

xپورې خلاص انتروال، د b څخه تر a له :1  قیقي اپدادو له سیګ سره مساوي   

baدی داسې چې   :وي یننې  

   , :a b x a x b    

2xد  قیقي اپدادو سیګ دی داسې چې bxa  وي، یننې: 

   , :a b x a x b    
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3

 ( , ] :a b x a x b    

4

 [ , ) :a b x a x b    

 

 مکل 1.1

مفرراهیم لیکررل مرروي وي اړونررده پای)انجررام(   او  کرره چ رررې د یرروه انتررروال پرره پررای کررې  

       خلاص دی، لکه:     , , , 0 , 0 ,     

1  11 2 3 9x x   .غیر مساوا   ل کړی  

 : یوازې د غیر مساوا  له ځانګړنو مټه اخیستل کی ي . ل

11 2 3 9 11 2 2 3 9 2

11 3 11 11 3 3 3 11

11
8 11

8

x x x x

x x x x x x

x x

        

       

   

 

),(په دې اساس د پاسیني غیر مساوا   ل 
8
11  .سیګ دی 

  کوو: ندې نامساوا   ل   2

4 3 8 23 4 8 3 8 8 23 8x x            

12 15
12 3 15 4 5

3 3
x x x


          

په دې اساس د پاسیني غیر مساوا   ل 4 , 5 سیګ دی. 

3  x :اپداد راپیدا کړی داسې چې په یوه وخ  کې  ندې غیرمساوا  ریښتیني کړي  

1 3

3 2

x

x x

  


 
 

1 3 1 3 4
4 1

3 2 3 2 1

x x x
x

x x x x x

         
   

      
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) له xپه دې اساس   4 ,1] سیګ څخه پبار  دی. 

0ab له :  نامساوا  څخه پایله اخیستل کی ي چې a او b ه دي په همدې ترتی هم امار      

0ab   نامساوا  ښیي چې a و اb  ديمختلف ا ماره . 

4  
2 9 0x   .نامساوا   ل کړئ 

  2
3 0 , 3 0 3

9 0 3 3 0
3 0 , 3 0 3

x x x
x x x

x x x

     
       

      
 

په دې اساس د  ل سیګ ه ه  قیقي اپداد دي چې له  3 , 3 :انتروال څخه   ر ځای لري 

5  
2 7 12x x   .غیر مساوا   ل کړئ 

  2 27 12 7 12 0 3 4 0x x x x x x           

3 0 , 4 0 3 , 4 ... ( )

3 0 , 4 0 3 , 4 3 4 ... ( )

x x x x i

x x x x x ii

      
 

         
 

)واضح ده چې  )i  ال  غیر ممکن  ال  او ( )ii ال  مځلوب امکاع دی، یننې  

  3 4 3 , 4x x   . 

د یوه پدد مځلقه دیم  ر په  قیق  کې له مبردا) پیرل( څخره د هماغره       

  قیقي پدد مځلقه دیم  پبار  دی له: xپدد د واټن اوږدوالی دی. د تنریف سره سم د 

, 0

, 0

x x
x

x x


 

 
 

1  

1 1
3 3

0 0 , 8 8 , 9 9 , 2 2       

aاوx ،yکه چ رې    کې په دې صور ،  ويمثب   a  قیقي اپداد او  

1. , 2.x y y x x a a x a       

3. , 4.x a x a x a x y x y         

5. , 6. . , 7.
xx

y y
x y x y xy x y     

 ځانګړنې کولی مو په  ندې ډول هم فورمول  ندي کړو: 3او  2

   , , ,x a x a a x a x a a        

.غیر مساوا   ل کړئ 4 5x      1   

4 5 5 4 5 5 4 5 4 9 1x x x x              



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 13

1 . 2 8 6x   نامساوا   ل کړئ . 

  

2 8 6 2 6 8 2 14 7
2 8 6

2 8 6 2 6 8 2 2 1

x x x x
x

x x x x

        
   

          
 

 ې، ینن د غیر مساوا   ل دی 1xاو یا 7xپه دې اساس

   ,1 7 ,x     

1.5   

قري اپردادو د مرم رنو اړتیراوې پروره کرړي، خرو د مخرتلا         که څه هم داسې انګ رل کیر ي چرې  قی  

اپدادو سیګ چې په اصل کې د  قیقي اپدادو د سیګ تنمیمي  ال  دی، د دې سرره سرره چرې پره     

لومړیو کې ډېر مب م مف وم مڼل ک دو،  یا هرم د فزیرک او ریاضري د ډېررو مسرایلو پره توضریح او        

د مخرتلا اپردادو لرومړني مفراهیم پره لنرډ ډول       . دلتره  لريې یې م م رول او زیا  اهمی  تشریح ک

 مځر  موي.

 او  قیقي پددa ڼه پدد چې پکې  aiپه  
2 1i   موهرومي پردد    ،مروی فررض  

 نو د تنریف سره سم د موهومي اپدادو سیګ پبار  دی له: نومی ي

 2: , . 1I x x ai a i     

i .پدد ته موهومي وا د وایي 

z پرره   x yi    مررکل اپررداد، داسررې چررې x اوy  او  قیقرري اپررداد 

2 1i      فرض موی وي د مختلا اپدادو په نامه یادی ي په دې تومه مخرتلا اپرداد د موهرومي

 او  قیقي اپدادو له ترکی  څخه تر سه موي او د مختلا اپدادو سیګ پبار  دی له

 2: , , , 1z z x yi x y i      

zپه  x yi  مختلا پدد کېx  پدد  قیقي  رخه اوy او لیکو: پدد موهومي  رخه ده 

: Re( ) , : Im( )x z y z  

 ي او  قیقي اپداد، د مختلا اپدادو فرپي سیټونه دي، یننې:واضح ده چې موهوم

0x x x i      

0yi I yi yi      

, I  

1 1 1z x y i  2 او 2 2z x y i          اپرداد لره یروه  رل سرره یروازې پره

 : ه ه صور  کې مساوي دي چې  قیقي او موهومي  رخې یې له یوه  ل سره مساوي وي، یننې

1 2 1 2 1 2,z z x x y y    
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 د  :
1 1 1z x y i   او

2 2 2z x y i    د جمررع او مخررتلا اپرردادو

 تفریق  اصل پبار  دی له:

       1 2 1 1 2 2 1 2 1 2z z x y i x y i x x y y i         

1  :دمثال  1 2 3z i  2 او   4 5z i   لپاره لرو  

   

   

1 2

1 2

2 3 4 5 6 8

2 3 4 5 2 2

z z i i i

z z i i i

      

       
 

1: د 1 1z x y i  2وا 2 2z x y i     2  مخرتلا اپردادو ضررب د 1i    او

 اړونده الجبري دواپدو په پام کې نیولو سره یې پبار  دی

2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( )z z x y i x y i x x x y i y x i y y i       

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )z z x x y y x y y x i     

د مختلا اپدادو په ضرب پملیه کې تبدیلي، اتحادي او توزیني ځانګړنې صردق کروي او ثبرو     

  یې هم ډېر مراع کار نه دی.

i  

0 1 2 31 , , 1 ,i i i i i i      

4 5 6 71 , , 1 ,i i i i i i      

4 1 4 2 4 3 4, 1 , , 1n n n ni i i i i i        

i په دې اساس د  اپدادو څخه دی.  1و ا i  ،1  ،i هر طبیني تواع یو له 

2  
47i .پدد محاسبه کړئ 

 نو، تر سه کی ي ه  3و  ادیمانده ا 11، خارد دسم  ميتقسیم  4پر 47که 

 
11

47 4 11 3 4 11 3 4 3 11 3 31i i i i i i i i i         

zد   x yi  پبررار  دی لرره  مخررتلا پرردد مررزدود z yix   څخرره، نررو

  لیدل کی ي چې

2 2 2 2z ( )( ) ( )z x yi x yi x yi x y       

z ( ) ( ) 2 2Re( )z x yi x yi x z       

z ( ) ( ) 2 2Im( )z x yi x yi yi z       

3د  3 4z i  پدد مزدود پبار  دی له z 3 4i  څخه او 

z (3 4 ) (3 4 ) 9 16 25z i i      

z (3 4 ) (3 4 ) 6z i i      

z (3 4 ) (3 4 ) 8z i i i      
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1 1 1

z x y i   پررردد پرررر
2 2 2

z x y i    پررردد پررره  نررردې تومررره

 تقسیمی ي:

   

   

2

1 1 2 21 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
.

x y i x y iz x y i x x x y i y x i y y i

z x y i x y i x y i x y i

    
  

   

1 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2

2 2 2 2 2

z x x y y y x y x
i

z x y x y

 
  

 
 

4  1 2 3z i   2 پدد په 1z i  تقسیم کړئ . 

1

2

2 3 (2 3 )(1 ) 1 5 1 5

1 (1 )(1 ) 2 2 2

z i i i i
i

z i i i

    
     

  
. 

xد   yi ریف مځا ق پبار  دی له:پدد مځلق دیم  د تن  

2 2z x y  

2zوا 1z که چ رې   : دوه  قیقي اپداد وي په دې صور  کې  

1 2 2 1 1 2 1 2. , .I z z z z II z z z z      

1 2 1 2 1 2 1 2. , .III z z z z IV z z z z    

11
2

2 2

. , 0
zz

V z
z z

  

3د   5 4z i  .پدد مځلق دیم  تر سه کوو  

2 23 4 3 4 25 5z i      

 1  

           
2 2. 5 2 5 2 25 4 29I i      

                    
 

2 2. 6 6 0 6 0 36 6II i        
                

                 

2 2. 4 0 4 0 4 16 4III i i     
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1.1  

 کراري میانو او مفاهیمو ډله، مروپ او یا کلیکسیوع دی.د غیر ت  -سیګ 

                                  (                            د سیټونو ډله) د سیټونو اتحاد  :A B x x A x B      

                               (                              د سیټونو مډوع) د سیټونو تقاطع :A B x x A x B      

)                                      تفاضل د سیټونو متنا ر \ ) ( \ ) ( ) \ ( )A B A B B A A B A B      

}                                                          سیګ مکمله  Aد : , } \A x x U x A U A    

                                                      سیټونو کارتیزین ضرب Bو ا   A د  , : ,A B x y x A y B     

                                                                                                             د طبیني اپدادو سیګ 1, 2 , 3 , 4 , 

                                                                                                           د کامل اپدادو سیګ 0 ,1, 2 , 3 , 4 ,   

                                                                              د تام اپدادو سیګ , 3 , 2 , 1, 0 ,1, 2 , 3 ,                                         

:                                                            د نسبتي اپدادو سیګ , , , 0
m

x x m n n
n

 
    
 

                                  

 .  نسبتي اپداد دی  - متوالي اپشار کسرونه

ه ره اپشراري کسررونه چرې د اپشراریې پلامرې وروسرته         -(  ر نسبتي اپرداد غی) غیر ناطق اپداد

 او داسې نور اپداد.  e ،، 7،  3،  2اردام یې نه ختم مي او نه متوالی وي لکه 

                                                                                           قیقي اپداد  

                                                               خلاص انتروال   , :a b x a x b    

                                                                   تړلی انتروال   , :a b x a x b    

                     انتروال(  له کیڼ لوري نیم خلاص)  له ښئ خوا نیم تړلی ( , ] :a b x a x b    

                  انتروال(  له ښئ لورې نیم خلاص)  له کیڼې خوا نیم تړلی [ , ) :a b x a x b    

                                                           مځلقه دیم 
, 0

, 0

x x
x

x x


 

 
 

                                      مخلا اپداد 2: , , , 1z z x yi x y i      

yizد مختلا پدد مزدود  x                                                        z x yi    

yiz د مختلا پدد مځلق دیم  x                                               
2 2z x y   

                                    د اپدادو د سیټونو اړیکې

*

, ,

    

      
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 د ریاضي ځینې سمبولونه

 مف وم سمبول مف وم سمبول

A  سیګ مکملA   د طبیني اپدادو سیګ 

 د تام اپدادو سیګ  هرپنصر 

  د ناطق اپدادو سیګ  پناصر ځینې 

 اړین مرط  د غیر ناطق اپدادو سیګ 

 د  قیقي اپدادو سیګ  کافي مرط 

 د مختلا اپدادو سیګ  اړین او کافي 

 خالي سیګ  منادل 

 يمساو  د سیټونو تقاطع 

 مځا ق  د سیټونو اتحاد 

 منځبق x A پنصر دی A د x 

 وړوکی x A پنصر نه دی Aدx 

 لوی A B فرپي سیګ دی Bد A 

   ین ای A B فرپي سیګ نه دی Bد A 

 

1.1   

 که چ رې.    1 tsrM ,,د  ندینیو سمبولونو څخه کوم یو س ي دی.، وي  

  MrdMrcMrbMra  }{.,.,.,. 

 د. 2    tsr ,,، tsrt و  ا,,, rtr  سیټونو کومه جوړه له یوه  ل سره مساوي ده.,,

د. 3  zyxA ,,   ټول فرپي سیټونه ولیکئ او ووایئ چې د فرپي سیټونه د مرم ر او د پناصررو

 ه پرته ده؟د مم ر ترمنځ یې څه اړیک

 که چ رې. 4   2 , 4 , 5 , 4A  و ا   4 , 5B  وي، کومه  ندینۍ اړیکه سمه ده. 

   , , 5 , 5B A B A A A    

 وي،  ندې سیټونه تر سه کړئ. C={3,4,5,6}و ا  A={1,2,3,4} ،B={2,4,6,8} که. 5  

, , ,A B A C B C B B    

 که چ رې. 1  yxbaA ,,,، zyxB ,, او dyC , ندې سیټونه مشخص کړئ. .وي  

, , ,A B B A B C C B    

 .  ندې سیټونه د دیامرام په برینه وښیئ. 1   
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     

     

,

,

A B C A B A C

A B C A B A C

    

    
 

د یو ردمري   Bاو د جف  یو ردمي اپداد سیګA، ثب  یو ردمي اپدادو سیګد مU که چ رې .1 

A  ،B  ،Aطاق اپدادو سیګ وي، B  ،BA   ،A B و اA .سیټونه ولیکئ 

  ندني هر یو پدد د اپشار کسر په تومه ولیکئ..  9 

1 7 3 23 9
, , , ,

7 8 4 99 7
 

 کوم یو  ندینئ پدد نسبتي دی..    11 

3.333 , 1.6 , 3 7 , 3.0 , 0.1254 , 0.123 591 08. 

0   وښیئ چې:. 11 , 0a c a c    

            ثبو  کړئ چې:.12
2 20c d c d    

  ندې پددي سیټونه د اپدادو محور پرمخ وټاکئ: .13

 

   

. 2 , . 1 3 , . 2 , 8

. 3 , . 4 , 4 , . 4 , 4

I x II x III

IV x V VII

    

   
 

  ندې نامساوا   ل کړئ:.14

   

2. 8 14 , . 2 4 3 9 , . 16

. 4 3 5 1 , . 1 2 3 0

I x II x x III x

IV x V x x x

     

       
 

 وښیئ چې:. 15

2 1 1 2

2 2 1

. 1 , . 0 , 0

. 2 , . 0 2

a b a b

a

I b b b II a b

III a b ab IV a a


       

     
 

 . ندې نامساوا   ل کړئ.   11

1
10

. 2 8 6 , . 2 5 , . 2 1I x II x III x      

  ندې غیر مساواتونه د مځلق دیم  په مرسته وښیئ. . 11

. 2 2 , . 8 3 8 , . 4 4I x II x III x or x          

 . ندې افادې ومم رئ

       18. 2 3 3 2 , 19. 2 3 2 3i i i i     

       
2

20. 4 3 2 1 , 21. 2i i i i    

 
32 2 2521 1

22. 2 , 23.
1 1 2 1

i ii i

i i i

    
   

     
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تحلیلي هندسره د ریاضریاتو م رم مبحرث دی چرې هندسري دواپرد د الجبرري دسرتورونو پره برینره            

تحلیلوي. د دې پلم  نسرګ ایښرودونکی فرانسروي ریاضري پروه دکرار  دی. ځینرې م رال تحلیلري          

هندسه د کارتیزین هندسې په نامه چې کارتیزوس) د دکار  دویم نوم( ته منسوب دهر یادی ي. په 

د تحلیلي هندسې او دایره مستوي کې مستقیم خځونه  پهمختصاتو سیستمونه  دې څپرکی کې د

 لومړنیو مفاهیمو په تومه تر  حث  ندې نیول کی ي.

2.1   

د  قیقي اپدادو دوه پمودا متقاطع محورونه داسې پره پرام کرې نیسرو، چرې د تقراطع نقځره یرې د         

ر او د پمودي محور پاس خوا یې د مثب  ج ر  پره تومره ټاکرل مروې      مبدا او د افقي محور ښی لو

څخره دوه مروازي خځونره     Pد مستوي اختیاري نقځه ومڼل مي، لره   P. که چ رې مکل( 2.1)وي

نقځو  yاو پمودي محور په   xله افقي او پمودي محور سره رسموو دغه خځونه افقي محور په 

),(ي اپدادو د یو جوړه  قیق Pکې دځع کوي، په دې اساس  yx     سره مځا ق  لرري. دلتره  پردد د

x   نقځې واټن اوy  دP   نقځې ترتی  مڼل کی ي په دې تومه د هر جوړه  قیقي اپدادو لپاره پره

مستوي کې یوه نقځه او  النکس د مسرتوي هررې نقځرې تره یرو جروړه  قیقري اپرداد اړونرد دي، د          

 زین مختصا  نومی ي.پاسینیو محورونو سیستمر د مختصاتو دایم سیستم یا کارتی

 

 مکل 2.1

د مختصاتو سیستمر مستوي په څلورو نا یو تقسیموي چې هره نا یه د یروې درایمې زاویرې پره      

برینه ټاکل کی ي او د ساپ   ستنې په خلاف پر لومړی، دویمه، دریمره او څلورمره نا یره ویشرل     
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),(+ و + ( ، ) موې. په دې څلورو نا یو کې د مختصاتي نقځو امارې په پین ترتیر    ،),(  

),(و ا  .ا   لري  

 دوې
1 1( , )x y    2و 2( , )x y 21 نقځې له یوه  ل سره مساوي دي که چ رې xx  21و ا yy  وي. 

1  x و اy  اپداد داسې وټاکئ چې( , 4)x  8)وا , 1)y        نقځرې لره یروه  رل سرره

 مساوي وي.

 د تنریف سر سم لرو چې 

( , 4) (8, 1) 8, 1 4 8, 5x y x y x y            

1د مختصاتو دایم سیستم کې د دوو    1 1( , )P x y 2و ا 2 2( , )P x y   نقځو

 نځ واټن پبار  دی له:ترم

2 2

2 1 2 1( ) ( )d x x y y    

),(نقځې د دایم الزاویه مثلث دوه راسونه جوړوي چې دایم راس یې   2Pو  1Pثبو :  12 yxR  ،دی

 د فیثاغورث دضیې پر اساس لرو چې

     
2 2 2

1 2 1 2PP PR RP  

 
 مکل 2.2

1 څخرره ښررکاري چررېمررکل(  2.2) لرره    2 1PR x x  2و ا 2 1RP y y  نررو غوښررتل مرروی ، دی

1واټن 2PP d :په  ندې تومه تر سه کی ي  

2 2 2

2 1 1 2( ) ( )d x x y y    

       په دې اساس
2 2

2 1 2 1( ) ( )d x x y y     

5) د دوو  2 , 1)  8)و ,  نقځو ترمنځ واټن تر سه کوو. (3

د  1 1, (5 , 1)x y   وا 2 2, (8 , 3)x y  لپاره لرو چې  

2 2 2 2(8 5) [3 ( 1)] 3 4 25 5d          

د دایرې مناس وټاکئ چې مرکز یې   3 4 , )نقځه او د محیا یوه نقځه یې  5 2 , 3)  .وي 

 له دې چې د دایرې مناس د مرکز او محیا ترمنځ واټن دی نو: 
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2 2 2 2[4 ( 2)] [5 ( 3)] 6 8 36 64 100 10r             

1د یوه دځنه )ټوټه( خا نیم کول: د  1 1( , )P x y 2و ا 2 2( , )P x y  پراته دځنره خرا نریم    نقځو ترمنځ د

                 کولو مختصا  پبار  دي له:

1 2 1 2,
2 2

x x y y
x y

 
  

2.2   

په دې پارامراف کې د مستقیم خا میل، د مستقیم خا منادله، د دوو مستقیمونو ترمنځ زاویره  

 او د مستقیمونو موازا  او پمودی   ا   تر  حث  ندې نیسو.

یوه مستقیم خا ترمنځ زاویې ته په داسې  ال کې  محور د مثب  لور او  xد  

چرې د خررا دوراع د سرراپ  سررتنې پره مخررالف لررور وي، د مسررتقیم خرا  انحررراف زاویرره وایرري او د     

مستقیم خا د انحراف زاویې تانجن  اړونده میل نرومی ي. د ه ره مسرتقیم خرا میرل چرې لره دوو        

1 1( , )P x y 2وا 2( , )Q x y   یولو سره پبرار   په پام کې ن مکل(  2.3)نقځو څخه ت ر موی وي د

 دی له:

2 1

2 1

y yy
m tg

x x x



  

 
 

 

 مکل 2.3

د دوو  
1

L و ا
2

L       1مسرتقیمونو تررمنځ زاویره چرېm 2و اm  

 څخه داسې چې: سره سم پبار  ده له   مکل( 2.4)میلونه لري د 

2 1

2 1
1

m m
tg

m m






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 مکل 2.4

کره چ رررې   : ثبرو  
1

 و ا
2

    پره ترتیرر  د
1

L و ا
2

L      مررکل مسرتقیمونو د انحرراف زاویررې وي لره

څخرره لیرردل کیرر ي چررې    
2 1

        1د یررادو مسررتقیمونو ترررمنځ زاویرره ده، د 1tanm  وا

2 2tanm   :په پام کې نیولو سره لرو چې 

  2 1 2 1
1 2

2 1 2 11 1

tg tg m m
tg tg

tg tg m m

 
  

 

 
   

 
 

که چ رې دوه مستقیم خځونه له یرو او  رل سرره مروازي وي نرو زاویره یرې ترر           . و پمودیاموازا     

 منځ صفر درجې ده. چې

2 1
2 1 2 1

2 1

0 0 0
1

m m
tg m m m m

m m



       


 

 چ رې مساوي میلونه ولري.په دې اساس دغه دوه خځونه له یوه  ل سره موازي دي که 

90اوس فرضررروو چرررې دوه مسرررتقیمونه پررره یررروه  رررل پمرررودي وي پررره دې صرررور  کرررې      ده او

tg   :کی ي، یننې 

2 1
2 1 1 2

2 1

1 0 1
1

m m
m m m m

m m


      


 

په پای کې ویلی مو چې دوه مستقیمونه په یوه  ل ه ه م ال پمود وي چې د میلونو  اصل ضرب 

 پدد مي.  -1یې 

ازا  او پمودیر  مررطونه چرې    د مرو  مرکل(  2.5)مسرتقیم خځونرو     2Lوا 1Lپه دې اسراس د دوو  

1m 2واm  :یې میلونه وي په  ندې تومه فورمول  ندي کی ي 

1 2 1 2 1 2 2 1, 1L L m m L L m m      
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 مکل 2.5

داسررې مسررتقیم خررا پرره پررام کررې نیسررو چررې لرره       :

 1 1,P x y    نقځې څخه ت رر مروی وي اوm     میرل ولرري . کره ,Q x y   لره 1 1,P x y   نقځرې

 د مخکیني  کم له مخې پوهی و چې څخه پرته د دې خا ټاکلې نقځه فرض مي،

1
1

1

,
y y

m x x
x x


 


 

     : له دې ځایه 1 1y y m x x   

وروستۍ منادله د ه ه مستقیم خا منادله ده چې لره   1 1,P x y      نقځرې څخره ت رر مروی وي او

m.میل ولري 

 

2.1مکل  

 m       میرل لرونکری مسرتقیم خرا او 0 , b      نقځره پره پرام کرې

1نیسو، په مخک نۍ اړیکه کې  0x   1وy b  کوو: وضع 

   
1 0y b m x x y b m x       

 په دې اساس د یاد مستقیم خا منادله پبار  ده له:

y m x b  
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په دې اساس د  نقځو سګ چې وروستۍ منادلې ته صدق کوي، پبار  لره ه ره مسرتقیم څخره دی     

yمحور په   yاو mچې میل یې b مکل( 2.1)کې دځع کوي. 

 

 مکل 2.1

1ې نیسو چرې لره دوو   داسې مستقیم خا په پام ک  1( , )x y 

2و  2( , )x y   نقځو څخه ت ر موی وي. که چ رې( , )x y       د دې مسرتقیم خرا یروه نقځره وي داسرې

 د مستقیم خا او محور ترمنځ زاویه فرض موې وي لرو چې: چې 

1 2 1

1 2 1

tan
y y y y

x x x x


 
 

 
 

)( 1

12

12
1

12

12

1

1 xx
xx

yy
yy

xx

yy

xx

yy















 

1په دې اساس د ه ه مستقیم خا منادله چې له دوو  1( , )x y  2و 2( , )x y     نقځو څخه ت رر مروی

 وي پبار  ده له:

 2 1
1 1

2 1

y y
y y x x

x x


  


 

)2,1(و ا )3,4(ا منادله تر سه کړئ چرې لره   د ه ه مستقیم خ  1         نقځرو څخره ت رر مروی

 وي.

 هر یوه راکړل موې نقځه کولی مو لومړی ولیکو، نو له وروستي فورمول څخه استفاده کوو.   

.1)4(
41

32
3 




 xyxy 

 A  ،B واC           قیقري اپرداد پره پرام کرې نیسرو داسرې چرې 

0B   وي اوAx By C    منادلرره پرره
CA

B B
y x      مررو. پرره دې اسرراس     الرر  ولیکلرري

Aراکړل موې منادله ه ه مستقیم خا راکوي چرې میرل یرې    
B

m    وي اوy     محرور پره
C
B

b  

 نقځه کې دځع کړي.
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 د مستقیم خځونو تر ټولو ساده منادلې په  ندې تومه په پام کې نیسو: 

0

0

x y a

x y b

  

  
 

xښکاري چې دغه دوې منادلې پبار  دي له  a واy b    څخه، لومړۍ یې لهy  سره  محور

  xموازي ده)پمرودي  الر  لرري( او میرل یرې غیرر منرین دی، داسرې  رال کرې چرې دویمره یرې لره               

 مکل(. 2.1)محور سره موازي ده)افقي  ال  لري( او میل یې صفر دی

 

 مکل 2.1

xمحرور پره     xکه چ رې مستقیم خرا   a  اوy     محرور پره

y b  کرې د دې خرا دوې ټراکلې نقځرې پبرار  دي لره       کې دځع کړي، په دې صرور   , 0a وا

 0 , b  .څخه، نو منادله یې په  ندې تومه تر سه کی ي 

   

 

2 1
1 1

2 1

0
0

0

1

y y b
y y x x y x a

x x a

b b y x
y x a y x b

a a b a

 
      

 

         

 

 نو د یاد مستقیم خا منادله پبار  ده له: 

1 , 0
y x

ab
b a
   

محور سرره   xد ه ه مستقیم منادله ولیکئ چې له   2



نقځرې   )2,1(زاویره جروړوي او لره     45

 څخه ت ر موی وي.

145tanمیل پوهی و چې د دې مستقیم   m دی نو 

1

1

2
1 1 2 1 1.

1

y y y
y x y x

x x x

 
         

 
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1)د ه رره مسررتقیم منادلرره تر سرره کررړئ چررې لرره         3 , نقځررې څخرره ت ررر مرروی وي او پرره      (1

2 5y x  .مستقیم پمود وي 

له دې چې غوښتل موی مستقیم خا په راکړل موي مستقیم خا پمودی دی نو میل  نا رین  

1یې  اید 
2

m   .وي 

   1

1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 2 2 2

y y y
m y x y x

x x x

 
             

 
 

1 3

2 2
y x   

 

 مرطونه مشخص کړئ داسې چې:مستقیم خځونو د موازا  او پمودی    2Lو ا 1Lد . 4مثال   

1 1 1 1

2 2 2 1

: 0

: 0

L A x B y C

L A x B y C

  


  
 

 تر هرڅه د مخه منادلې په  ندې تومه په پام کې نیسو:     

1 1

1 1

2 2

2 2

A C
y x

B B

A C
y x

B B


  



   


 

1                         د موازاتو مرط 2
1 2 1 2 2 1

1 2

// 0
A A

L L A B A B
B B

     

 او

        پمودی  مرط
1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 0
A A

L L A A B B
B B

  
          

  
 

2.3   

د مستوي د نقځو ه ه سګ چې له یوې ټراکلې نقځرې څخره مسراوي واټرن ولرري، ه ره دایرره ده چرې          

 مرکز او اړونده واټن یې مناس وي. یاده نقځه یې

د دایرې   yx,        اختیاري نقځه په پرام کرې نیسرو چرې مرکرز یرې ,h k   نقځره او

وي. د  rمناس یې  ,x yو ا kh,   نقځو ترمنځ واټن یننېr  :پبار  دی له 

2 2( ) ( )x h y k r    

 : له دې ځایه لرو چې 2 2 2( ) ( ) 1x h y k r    

 1 مساوا  کې د kh,  مرکز اوr  مکل(  2.9)مناس لرونکې دایرې منادله ده. 
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 مکل 2.9

که د دایرې مرکز د مختصاتو په مبدا یننې  0 0hنقځه کې وي، په دې صرور  کرې    0, k  

 کی ي او د دایرې منادله  ندې مکل غوره کوي:

2 2 2x y r  

د یوې دایرې منادله ولیکئ چې مرکز یې   1 2 ,3  5او مناس یېr  .وي 

   د فورمول له مخې لرو چې 

       
2 2 2 222 3 5 2 3 25x y x y            

2 2 2 24 4 6 9 25 4 6 12 0x x y y x y x y             

مررناس او  rدایرررې چررې  د ه رره د دایرررې د منررادلې پمررومي  الرر :  ,h k  مرکررز لررري پمررومي

            منادله لیکو:
2 2 2( ) ( )x h y k r    

        : یا
2 2 2 2 22 2 ( ) 0x y hx ky h k r       

 په دې اساس د دایرې منادله په پمومي تومه  ندې مکل لري: 

2 2 0x y ax by c     

 د منادلې له دې  ال  څخه کولی مو د دایرې مرکز او مناس وټاکو:

2 2 0x y ax by c     

 د پاسینئ منادلې له تکمیل مر ع کولو څخه لرو چې:

2 2 2 2
2 2 0

4 4 4 4

a a b b
x ax y by c
   

           
   
 

       : په دې اساس

2 2 2 2

2 2 4 4

a b a b
x y c
   

        
   
 

           : یا

2
2 2 2 2 4

2 2 2

a b a b c
x y

     
        

    
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نو  منادله د 2 2,a b   مرکز او
2 21

2
4r a b c     مناس لرونکې دایره ښیي، مشروط پره

دې چررې  
2 2 4 0a b c      وي، کلرره چررې

2 2 4 0a b c       وي دایررره نقځرروي ده او کرره چیررررې

2 2 4 0a b c    وي دایره موهومي مڼل کی ي. په پمومي تومه د دایرې منادله په  ندې  ڼه هم

 ښودل کی ي:

2 2 0 , 0Ax By D x Ey F A B       

2  د. 2 2 4 8 5 0x y x y       مناس او مرکز وټاکئ. 

 منادله په اړونده منیاري مکل یې اړوو: 

   2 24 4 4 8 16 16 5 0x x y x         

              
   

2 2
2 4 25x y    

5r په دې اساس د دایرې مناس  او مرکز یې  2 , 4.نقځه ده 

3   
2 24 4 8 24 4 0x y x y     .تشخیص کوو 

 تقسیم کړو نو تر سه کوو چې: 4که منادله په   

   

2 2

2 2

2 6 1 0

2 1 1 6 9 9 0

x y x x

x x y x

    

        
 

     
   

2 2
1 3 9x y     

3r د دایرې مناس  او  مرکز یې 1 , 3 نقځه ده . 

4  
2 2 2 4 5 0x y x y      دایره تشخیص کړئ.  

 کړل موې منادله په  ندې تومه لیکلی مو:را 

   

   

2 2

2 2

2 1 1 4 4 4 5 0

1 2 0

x x y y

x y

        

    
 

ده، په دې اسراس د راکرړل مروې منرادلې پرورې یروازې یروه          r = 0د دایرې مناس  1, 2   نقځره

 اړوند ده.

 د  5
2 2 6 4 14 0x y x y     .منادلې منحني تشخیص کړئ 

 دغه منادله له تکمیل مر ع څخه وروسته  ندې مکل غوره کوي:  

   
2 2

3 2 1x y     

د  ,x y صدق کوير خالی دی، په دې صور  کې ویل کی ي  نقځو سیګ چې دغه منادله پکې

 چې منادله یوه موهومي دایره ښیي.
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که چ رې   1 1,A x y و ا 2 2,B x y     د دایررې د دځرونرو دوه

90APB. له دې چې مکل( 2.11)انجامونه وي    ده، په دې اساس دAP   مستقیم خا میرل

    پبار  دی له:
1

1

1

y y
m

x x





 

     ی له: مستقیم خا میل پبار  د BPاو د
2

2

2

y y
m

x x





 

 نو دا مستقیم خځونه پر یوه  ل پمود هم دي، په دې اساس د میلونو  اصل ضرب یې پبار  دی له: 

1 2
1 2

1 2

1 1
y y y y

m m
x x x x

   
         

 

 له اړین اختصاراتو وروسته د یادې دایرې منادله داسې تر سه کی ي.  

     1 2 1 2 0x x x x y y y y      

 

 مکل 2.11

د دایرې منادله ولیکئ چې مرکز یې په   1 ,h k     نقځره کرې وي او لره 0 , نقځرې څخره    0

 مکل( 2.11)ه موې ويت ر

 

 مکل 2.11

 د   
2 2 2( ) ( )x h y k r    دایرې منادله له  0 ,  څخه تیری ي، نو: 0

2 2 2(0 ) (0 )h k r    

         : ېینن
2 2 2h k r  
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   : په دې اساس
2 2 2 2( ) ( )x h y k h k     

          : یا
2 2 2 2 2 22 2x xh h y yk k h k       

  په دې اساس غوښتل موې منادله پبار  ده له:

2 2 2 2 0x y hx ky    

د دایرررې منادلرره ولیکررئ چررې مرکررز یررې       1 ,h k  او دx و اy     محورونررو سررره ممرراس

 مکل( 2.12)وي

 

 مکل 2.12

لرره دې چررې    
2 2 2( ) ( )x h y k r     دایررره لررهx وy      محورونررو سررره ممرراس ده، نررو

2 2 2( ) ( )x h y k r    ،یننې مرط پکې صدق کوي 

2 2 2( ) ( )x y      

  : یا
2 2 2 2 22 2x x y y          

 په دې اساس غوښتل موې منادله پبار  ده له:

2 2 22 2 0x y x y       

2.4    

نقځرې ک ردای     Pج   لرونکي مستقیم سره په پام کې نیسو، اختیاري  OAټاکلې نقځه له  Oد 

پکې یو مثب  پدد وي او مقدار یرې    rتصاتو په برینه وښودل مي داسې چې مخ  و ا rمي د 

د  OAزاویررې څخرره پبررار  ده او کرره چ رررې  POAد   نقځررو ترررمنځ واټررن وي، خررو   P وا Oد 

 Oساپ  د پقر ي په مخالف لور دوراع ومومي نو د یرادې زاویرې مثبر  لروری مڼرل کیر ي. دلتره        

ه نامه یادی ي نو له دځر  او دځبري محرور څخره جروړ      مستقیم د دځبي محور پ OAنقځه د دځ  او 

),(مرروی سیسررتم چررې د مسررتوي نقرراط پکررې د       r       مختصرراتو پرره برینرره ټاکررل کیرر ي د دځبرري

   .مکل( 2.13)مختصاتو په نامه یادی ي
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 مکل 2.13

په یوه منادله کې له یوه  له سره ونښلول مي، اړونده هندسي محل یې یو ټاکلی   و ا rکه چ رې 

 ایه کوي.منحني ار

کره چ ررې درایم او دځبري سیسرتمونه داسرې فررض کرړو چرې د           

افقري محرور    xدځبي مختصاتو د دځ  نقځه د دایم مختصاتو پرر مبنرا او مثبر  دځبري محرور پره       

),(. کره چ ررې پره یروه مسرتوي کرې       مکل( 2.14)منځبق وي r      د یروې نقځرې دځبري مختصرا  او

),( yx ختصا  فرض موي وي، له مکل څخه ښکاري چې: یې دایم م 

cos , sinx r y r   

2 2 2 , tan
y

x
x y r    

 

 مکل 2.14

په دې اساس په پاسینیو سیستمونو کې د مستوي د نقځو مختصا  کولی مو د پاسرینیو جروړه   

منادله په برینه له یوه څخه و  ل ته واړوو، په دې اساس د دایم او دځبي سیستمونو منحني مانې 

 ه او  ل اړول کی ي.هم د پاسینیو روا ځو په مرسته په یو

 دځبي مختصا  تر سه کړئ. P)2,32(  د 1   

.
63

1
tan

32

2
tan

4164122)32( 22


 



x

y

r

 

 نقځې دځبي مختصا  پبار  دي له p په دې اساس د 6
4 , 
  څخه. 
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baxyد        مستقیم خا منادله پره دځبري مختصراتو

 کې لیکو:

cos , sin

sin cos

x r y r

r ar b

 

 

 

  
 

sin        نو غوښتل موې منادله پبار  ده له: cos
b

a
r

   

 

کره چ ررې     1 1,P r  و ا 2 2,Q r       نقځرې پره درایم

مختصاتو کې په ترتی   2 2,x y  وا 22 , yx  د دې په پام کې نیولو مکل(،  2.15)نقځې ولري

 سره چې:

222111222111 sin,sin,cos,cos  ryryrxrx  

 نقځو ترمنځ واټن پبار  دی له: 2Pوا  1Pد

)cos(2)()( 1221

2

2

2

1

2

12

2

12   rrrryyxxd 

          
)cos(2 1221

2

2

2

1   rrrrd 

 

 مکل 2.15

 د دوو  2 6 , و ا 15 8 ,  نقځو ترمنځ واټن ومم رئ. 75

525248100
2

1
96100

)60cos(966436)1575cos(86286 22





d

dd 

 

کره     ,P x y  د
2 2 2x x r     منرادلې اختیراري

MOPنقځه وي، د     ،لپارهx واy   متحولین دr وا  :له جنسه ښیو 
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 
cos

2
sin

x r

y r









 

 2 .مناد تو سیستم د دایرې د منادلې پارامتریک یا دځبي  ال  دی 

 

 مکل 2.11

 

 که د دایرې مرکز په  ,h k پبار  ده له: نو اړیکه یېمکل(  2.11) نقځه کې وي 

 
cos

3
sin

x h r

y k r





 


 
 

  2.5   

yixzد         مخررتلا پرردد ک رردای مرري پرره مسررتوي کررې د yxP نقځررې پرره تومرره نظررر دررایم     ,

داسرې چرې افقري محرور یرې د  قیقري        مرکل(  2.11)مختصاتي سیستم تره پره پرام کرې ونیرول مري      

سراس هرر   اپدادو محور او پمودي محرور یرې د موهرومي اپردادو محرور نومرول کیر ي او پره دې ا        

 مختلا پدد ته یوه نقځه د مستوي پرمخ او د مستوي هرې نقځې ته یو مختلا پدد تقا ل کوي. 

محررور لرره مثبرر  ج رر  سررره جرروړوي د  مخررتلا پرردد  مرراخص او  طررول     xیررې د   OPزاویرره چررې 

  ند)مقدار( نوموي. له مکل څخه ښکاري چې:

2 2cos
,

sin arctan
y

x

x r r x y

y r



 

    
 

  

 

zr په دې ترتی   ده او د   د، ټاکلو لپاره xو اy اید په پام کې ونیول مي:امارې  
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 مکل 2.11

 سره تنویض مي نو لرو چې:  و ا rله  yو ا  xپه دې اساس که 

 cos sinz x yi r r i     

                 : ېینن cos sinz r i   

 پدد مثلثاتي ښودنه)دځبي ښودنه( یادی ي. zدغه  ال  د 

1  iz 22 .پدد په دځبي  ال  لیکو 

2x ښکاره ده چې    2واy  دی، په دې اساس لیکو 

2 2 2 22 2 8 2 2r x y r       

 یوه  اده زاویه ده او نو،  په لومړی نا یه کې وادع دی z چېله دې 

 

2
tan tan 1 arctan1

2 4

y

x


           

       

2 2 2 2 cos sin
4 4

z i i
  

    
 

 

izد   2 33 دځبي  ال  ولیکئ . 

 

 
2

23 3 12 4 3 2 3

3 3
tan arctan

3 3 6

r r

y

x


  

      

     

 

:                                            په پایله کې









6
sin

6
cos3233


iiz 

په مثلثاتي  ال  کې د مختلا اپدادو ضرب، د مثلثراتي توا نرو پره     

نیولرررررررو سرررررررره ږسرررررررانه ترسرررررررره کیررررررر ي. دوه      پرررررررام کرررررررې  1111 sincos  irz  وا 

 2222 sincos  irz   :دځبي مختلا پددونه په ساده تومه ضر وو 

                                                      
   22211121 sincossincos  irirzz  

    irr 1221212121 cossincossinsinsincoscos   
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:                     په دې اساس     
1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i i         

مختلا پدد لپاره تنمیم کړو او  اید ووایو چې له دې را ځې څخه  nوروستۍ اړیکه کولی مو د  

 د مختلا اپدادو توانونه په ښه تومه مم رل کی ي.

sin(cos( د  irz  پدد لپاره لرو چې 

  
    2 cos sinz zz rr i        

                                                                         : ېینن 2 2 cos2 sin 2z r i   

3sin3(cos33( : په همدې تومه  irz  

 طبیني پدد لپاره کولی مو ولیکو n په پایله کې د هر

 (cos sin )n nz r n i n ii   . 

sin(cos(که چ رې   irz  د په پام کې ونیسو نو لرو چې:مختلا پد  

 cos sin ... ( )
nn nz r i I   

cos):    له  ل پلوه پوهی و چې sin ) ... ( )n nz r n i n II   

 : اړیکو له پرتله کولو څخه لرو چې II)(و ا I)(د

 nini n sincos)sin(cos  

 دغه اړیکه د دي موور فورمول په نامه یادی ي. 

 د دځبي ضرب په کارولو سره  3
12)1( i .پدد ومم رئ 

iz تر هر څه د مخه  1 :پدد په دځبي تومه ښیو 

1
1 1 2 , arctan arctan1

1 4
r


      

1   : نو  2 cos sin
4 4

i i
  

   
 

 

 اسپه دې اس

   

 

      
 

12 12
1212

6

1 2 cos sin 2 cos sin
4 4 4 4

12 12
2 cos sin 64 cos3 sin 3

4 4

64 cos 2 sin 2 64 cos sin

64 1 0 64

i i i

i i

i i

i

   

 
 

     

    
            

 
    

 

     

     

 

                 : په پایله کې 
12

1 64i   
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 1111 sincos  irz  پدد په  2222 sincos  irz  تقسیموو : 

 
 

   
   2222

2211

2

1

222

111

2

1

sincossincos

sincossincos
.

sincos

sincos









ii

ii

r

r

ir

ir

z

z









 

   

2

2

2

2

21212121

2

1

sincos

sincoscossinsinsincoscos
.










i

r

r
 

    2121

2

1

2

1 sincos   i
r

r

z

z
. 

 د دځبي  ال  په کارولو سره   4

12

1

1













i

i
 افاده ومم رئ. 

 

1 3 3 3
1 : 2 , tan 1 2 cos sin

1 4 4 4
i r i i

  
 

 
          

  
 

                

1
1 : 2 , tan 1 2 cos sin

1 4 4 4
i r i i

  
 

 
         

 
 

 

 

3 3
4 4

4 4

2 cos sin1 3 3
cos sin cos sin

1 4 4 4 4 2 22 cos sin

ii
i i

i i

 

 

          
         

     
 

 په دې اساس

12 12
1 12 12

cos sin cos sin
1 2 2 2 2

cos(6 ) sin(6 ) cos0 sin 0 1

i
i i

i

i i

   

 

        
          

       

    

  

     پردد دz    مخرتلا پرددn-       ام جررر مڼرل کیر ي، کره چ ررې zn  

nzوي، پرررررررره دې صررررررررور  کررررررررې لیکررررررررو 

1

 فرضرررررررروو چررررررررې ،)sin(cos  i  د

)sin(cos  irz   پددn-   :ام جرر دی، پوهی و چې 

                          
    sincossin(cos iriz

n
n  

    sincossincos irninn  

                   













nn rr

n

k
kn






2
2

 

 په پایله کې
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.
2 2

cos sin , 0,1,2, , 1n
k

k k
r i k n

n n

   


  
    

 
 

جررونره چرې هرر یرو یرې       nمختلا پدد  z  لا  لو دیمتونو لپاره په  قیق  کې د  kد 
n r   مرناس

ل کی ي چرې د  وې، خو  یلا یلې زاویې لري داسې ټاک
n r       مرناس لرونکرې دایررې محریا پره

n .رخو په مساوي تومه تقسیم کړي او ټول جررونه د همدې دایرې په محیا  اندې پراته وي  

 مخرتلا پرردد تر سره کررول داسرې چررې     د. ) پردد پررنجم جررر تر سرره کرړئ    32zد  5  

5 32   وي  .) 

 : پوهی و چې   sincos3232 i 

 په دې اساس د پمومي فورمول په اساس

                                  








 





5

2
sin.

5

2
cos325 


k

i
k

k 

,4,3,2,1,0:                      ېینن
5

2
sin

5

2
cos2 







 



 k

k
i

k
k


 

 په دې اساس پنجه مځلوب جررونه پبار  دي له:

0 1

3 3
2 cos .sin , 2 cos .sin

5 5 5 5
i i

   
 

   
      

   
 

2 3

5 5 7 7
2 cos .sin , 2 cos .sin

5 5 5 5
i i

   
 

   
      

   
 











5

9
sin.

5

9
cos24


 i 

 

 مکل 2.11

 پدد دریم جرر تر سه کړئ. 1z د  1

  تر سه کوو داسې چې
3 1  وي، نو 
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0sin0cos011 ii  

 په دې اساس

...,2,1,0,
3

2
sin.

3

2
cos  k

k
i

k
k


 

 له دې ځایه

10sin.0cos0،     و  i   

2

3
.

2

1

3

4
sin.

3

4
cos2 ii 


 

 

 مکل 2.19

)1(پرره پمررومي تومرره د   z  وا ررد پرردد دn-   ام جرررر د تر سرره کولررو لپرراره

 : ښکاره ده چې

)0sin0(cos11 i 

په دې اساس






 





n

k
i

n

k
rn

k




2
sin

2
cos  اړیکه کې د 

1r 0وا :په پام کې نیولو سره  ندې مکل غوره کوي 

2 2 2 2
cos sin cos sin

k

k

k k
i i

n n n n

   


 
    

 
 

   

2 2
cos sin , 0,1,2,3, ..., 1

k

k i k n
n n

 


 
    
 

 

اوس که چ رې 1 :وضع کړو، نو غوښتل موي جررونه پبار  دي له 

2 3 1

0 1 2 3 11 , , , , ... , n

n         

     

  ندې تومه ف رس  کی ي: پدد جررونه په 1په ټاکلو سره د  یننې د  

132 ...,,,,1 n 
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2.1 

  د  قیقي اپدادو د دوو یو پر  ل پمود محورونو څخه پبار  دی.– د مختصاتو دایم سیستم

د مختصاتو دایم سیستم کې د یو جوړه  قیقي اپدادو   –نقځه  ,x y .څخه پبار  ده 

د دوو نقځو ترمنځ واټن
1 1( , )x y  و

2 2( , )x y         :
2 2

2 1 2 1( ) ( )d x x y y    

 له دوو  د ه ه مستقیم خا میل چې
1 1( , )x y وا

2 2( , )x y نقځو څخه ت ر موی وي         :   

2 1

2 1

y y
m

x x





 

د دوو  د دوو مستقیم خځونو ترمنځ زاویه
1

L و ا
2

L        1خځونرو تررمنځ زاویره داسرې چرېm 2و اm  

  څخه داسې چې یې اړونده میلونه وي پبار  ده له 

2 1

2 1
1

m m
tg

m m






 

یرې اړونرده میلونره وي د      2mوا 1mمسرتقیم خځونرو چرې      2Lوا 1Lد دوو و پمودیر :   اموازا  

 زا  او پمودی  مرطونه په  ندې تومه فورمول  ندي کی ي.موا

1 2 1 2 1 2 2 1, 1L L m m L L m m      

 د ه ه مستقیم خرا منادلره چرې لره     :د میل او یوې نقځې لرونکي مستقیم خا منادله  1 1,x y 

 وي پبار  ده له m نقځې څخه ت ر موی وي او میل یې

 1 1y y m x x   

0Ax  :  د مستقیم خا منادلې پمومي  ال  By C    

yپه yپه درلودو سره چېمیل  m)د  د مستقیم خا منادلې منیاري  ال  b .)کې دځع کړي   

y m x b  

1د ه ه مستقیم خرا منادلره چرې لره دوو       نظر دوو ټاکلو نقځو ته د مستقیم خا منادله: 1( , )x y 

2و ا 2( , )x y  :نقځو څخه ت ر موی وي پبار  دی له 

 2 1
1 1

2 1

y y
y y x x

x x


  


 

x  پمودي او افقي خځونه: a  منادله په ه ه مستقیم خا پورې اړونده ده چې لهy   محور سره

yموازي وي او  b دله د مناx  .محور سره موازي د مستقیم خا منادله ده 

xمحور په x چې  د محورونو د داطع منادله a اوy محور په y b کې دځع کړي  

1 , 0
y x

ab
b a
   

د دایرې منادله د ,h kاو مرکزrمناس په درلودو سره پبار  ده له :
2 2 2( ) ( )x h y k r    
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:       د دایررررررې منرررررادلې پمرررررومي  الررررر  
2 2 0 , 0Ax By D x Ey F A B                                                

 د ه ه دایررې منادلره چرې    1 1,x y و ا 2 2,x y       :یرې د دځرونرو دوه انجامونره وي پبرار  ده لره

     1 2 1 2 0x x x x y y y y      

لره یروې ټراکلې نقځې)دځر ( او یرو ټراکلي ج ر )دځبیې( څخره جروړ           – د دځبي مختصاتو سیستم

 موی سیستم دی.

),(د  – په دځبي مختصاتو کې نقځه r    قیقي اپدادو یوه جوړه ده چرې پکرې r    ا څخره د  لره مبرد

 او دځبې ترمنځ زاویه ده.  rد  نقځې واټن دی او 

),(د دایم او دځبي مختصاتو ترمنځ اړیکې که چ ررې   r        پره مسرتوي کرې د یروې اختیراري نقځرې

),(دځبي مختصا  او  yx :یې دایم مختصا  وي، د دوی ترمنځ اړیکې پبار  دي له 

2 2 2cos , sin , tan
y

x
x r y r x y r        

sin                           :                 په دځبي مختصاتو کې د مستقیم خا منادله  cos
b

a
r

    

 پرره دځبرري سیسررتم کررې د دوو   :   پرره دځبرري مختصرراتو کررې د دوو نقځررو ترررمنځ واټررن       1 1,r  و ا

 2 2,r   :نقځو ترمنځ واټن پبار  دی له 

)cos(2 1221

2

2

2

1   rrrrd 

cos               د مختصاتو په دځبي سیستم کې د دایرې منادله , sinx r y r   

                                        د مختلا اپدادو دځبي ارائه  cos sinz x yi z r i      

 د اپدادو ضرب 1111 sincos  irz  وا  2222 sincos  irz    په دځبي  ال

 کې ضر وو:

   1 2 1 2 1 2 1 3cos sinz z r r i         

cos)                                                   د دځبي مختلا پدد توانونه sin )n nz r n i n   

:                                         د دي موور فورمول nini n sincos)sin(cos  

 د اپدادو تقسیم 1111 sincos  irz  او 2222 sincos  irz    په دځبي  ال

 کې تقسیموو

   1 1
1 2 1 2

2 2

cos sin
z r

i
z r

        . 

zn که چ رې:  جررونهد دځبي مختلا اپدادو   په دې صور  کې، وي nz

1

  دz مختلا

 جرر دیام -nپدد 
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2 2
cos sin , 0,1,2, , 1n

k

k k
r i k n

n n

   


  
    

 
 

1zکه د  . د وا د پدد جررونه   پددn-  ،ام جرر  ټاکلو لپاره 1 :وضع مي نو لرو چې 

2 3 1

0 1 2 3 11 , , , , ... , n

n         

     

 پدد جررونه پبار  دي له: 1 په ټاکلو سره د،  یننې د 

132 ...,,,,1 n
 

2.1   

 د  ندې نقځو ځای  دایم مختصاتو ته په کتو وټاکئ. .1

         2 , 3 , 5 , 4 , 2 , 3 , 0 , 5 , 4 , 0A B C D E    

2. x و اy 3) داسې وټاکئ چې , 2) ( ,1)y x  وي. 

 د  ندې جوړه نقځو ترمنځ واټن وټاکئ. .3

       1 2 1 2. 5 , 5 , 5 , 5 , . 3 , 0 , 0 , 6i P P ii P P 

 نقځې د یوه مستقیم پرمخ پرتې دي. (2,5)و ا (1,3)،  (0,1)وښیئ چې. 4

  ندې مستقیم خځونه رسم کړئ.. 5

. 5 , . 2 5 0 , . 6 0

. 3 6 12 , . 4 , . 8

i y x ii y x iii x

iv y x v y vi x y

      

    
 

 د ه ه مستقیم خځونو میل وټاکئ چې د  ندو جوړه نقځو څخه جوړ موي وي.. 1

           . 0,0 , 2,2 , . 2,3 , 3,2 , . 2.5 , 2, 3i ii iii   

 و منادلې وټاکئ چې میل او یوه نقځه یې په  ندې تومه راکړل موې وي.د ه ه مستقیم خځون. 1

   . 0 , 3 , 1 , . 4 , 1 , 2i P m ii P m     

             
   . 3,6 , 0 , . 4,2 ,iii P m iv P m  

 محورونو سره یې تقاطع وټاکئ.  yوا xپه  ندې هر یوه خا کې میل او د . 1

. 4 5 , . , . 2 5 0i y x ii y x iii x y       

 کې دځع کړي. 2y محور په yو ا 3x محور په x د ه ه مستقیم منادله ولیکئ چې. 9

 زاویې وټاکئ.د  ندې هر جوړه خځونو ترمنځ . 11

1
2

4 2 7 7 0
. , .

5 4 0

x y x y
i ii

y x x y

     
 

    
              

0) د ه ه مستقیم منادله ولیکئ چې له. 11 , 3 نقځې څخه ت رر مروی وي او پره    (2 0x y   

 مستقیم پمودي وي.
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4 په. 12 3 1 0x ky   منادله کې k 1) چې دغه مستقیم له پارامتر داسې وټاکئ , نقځرې   (5

 څخه ت ر مي.

   ندې مستقیم خځونه رسم کړئ.. 13

         
3 2 2 4 2 7

. , .
2 8 2 3

x y x y
i ii

x y x y

    
 

     
 

د.  14 2, 2 ،   3 , 3  ، 5 ,  ځبي مختصا  وټاکئ.نقځو د 5

د.  15 2
2,  ،   3

2
3 , 
  ، 3

7 , 
 نقځو دایم مختصا  وټاکئ. 

 د ه ه دایرو منادلې ولیکئ چې  ندې یې مرکزونه او مناس وې راکړل موي دي..  11

   

   

. 2,3 , 4 , . 2,3 , 8

. 0,3 , 4 , . 2,0 , 8

i C r ii C r

iii C r iv C r

  

  
 

4xد دایرې منادله ولیکئ چې مرکز یې د  .11  3واy       مستقیم خځونو د تقاطع پره نقځره

کې وي او له  0 ,  نقځې څخه ت ره موې وي. 0

ولیکئ چې مرکز یې د منادلې دایره .11 ,h k او د x .مماس هم وي 

د دایرې منادله ولیکئ چې مرکز یې .19 ,h k وي او په پین  ال کې دy    محرور سرره ممراس

 هم وي.

د دایرې منادله ولیکئ چې مرکز یې .21 , 0h .نقځه وي او له مبدا څخه ت ره موې وي 

د منادلې دایره ولیکي چې مرکز یې .21 0 , h .نقځه وي او له مبدا څخه ت ره موې وي 

22. 

2 2
1 1

2
1 1

i i

i i

    
   

    
 لا افاده د مثلثاتي ښودنې په کارولو سره ومم رئ.مخت

yixz ندې دځبي مختلا اپداد په    .تومه ولیکئ 

 23. 5 cos sin , 24. 3 cos sin
2 2

z i z i
 

 
 

    
 

 

3 3
25. 2 cos sin , 26. 6 cos sin

4 4 2 2
z i z i

      
      

   
 

 . ندې جررونه ومم رئ

 
11

32227. (1 ) , 28. 2 3 2 , 29. , 30. 1i i i i  
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متریکس او دیترمینان  د ریاضي م م مبحث دی چرې پره برینره یرې د ریاضري او طبینري پلومرو        

ه کارولو سره یوه ډله اپداد په یوه وخر  او سیسرتماتیک ډول پره    پ سمسایل  ل کی ي. د متریک

او دیترمینانرر  پواسررځه د مررم رنو دسررتورونه ډېررر مرر ثر او     سمررم رنو کررې مرراملی ي. د متررریک  

په خځي جبر کې په ددیرق او فنري تومره مځرر  کیر ي، خرو        سمنځقي ترسره کی ي. که څه هم متریک

 دساتیر په لنډ ډول را اخیستل موي دي.دلته د دې  رخې ځینې لومړني مفاهیم او 

  3.1   

متریکس د یوه ټاکلي جدول په ستونونو او سځرونو کې د یو مرم ر کمیتونرو    د متریکس تنریف:

nmAسرتوع ولرري پره     nسرځر او   mله تنظریم څخره پبرار  دی. هرر مترریکس چرې            سرمبول ښرودل

ija ندي متریک نوموي.  nmکی ي او ه ه  سرتوع پرورې اړونرد دی،     jسرځر او   iپنصر د     

nm .د متریکس  ند یا مرتبه نومی ي 

 1  43  ندي متریکس  ندې مکل لري : 



















34333231

24232221

14131211

43

aaaa

aaaa

aaaa

A x. 

ه ه متریکس چې د سځرونو او ستونونو مم ر یرې لره یروه  رل سرره مسراوي وي، د        

 :مر ني متریکس دی 33مر ني متریکس په نامه یادی ي.  ندې متریکس 

11 12 13

3 3 21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a



 
 

  
 
 

 

 پناصر د اصلي دځرونو په نامه یادی ي.  33aو ا 11a  ،22aپه دې مر ني متریکس کې 

 mxn0پبار  له ه ه متریکس څخه دی چې ټول پناصر یرې صرفرونه وي او ه ره پره      

 ښیي.

په سځري متریکس کې، پناصر یوازې د یوه سځر پر مخ ځای لري خرو   

 نو پناصر په یوه ستوع کې وادع دي.د ستوني متریکسو

2    1413121114 aaaaA   ،متریکس یو سځري متریکس دی، خو  ندې متریکس

 ستوني متریکس دی.
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

















31

21

11

31

a

a

a

A 

 ه ه مر ني متریکس دی چې ټول غیر دځري پناصر یې صفرونه وي.  

   ندې متریکس دځري دی.  3



















700

030

004

A 

وي، وا رد مترریکس نرومی ي،     1یرې  ه ه دځرري مترریکس چرې ټرول دځرري پناصرر        

 سمبول ښودل کی ي.   Iوا د متریکس په 

4  
2 2

1 0

0 1
I 

 
  
 

3و ا  3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I 

 
 

  
 
 

متریکسرررونه د وا رررد متریکسرررونو پررره نامررره      

 یادی ي.

که چ رې د یوه مر نري مترریکس د اصرلي دځرر ټرول پاسریني یرا  نردیني پناصرر           

 په نامه یادی ي. صفرونه وي، ه ه د )پاسیني یا  ندیني(مثلثاتي متریکس

5  Aو ا متریکس،  ندینی مثلثي متریکس نومی يB .پاسیني مثلثي متریکس دی 

9 0 0 3 11 8

4 1 0 , 0 2 9

2 8 5 0 0 10

A B

   
   

    
      

 

دوه متریکسررونه لرره یرروه  ررل سررره مسرراوي دي، کرره چ رررې د سررځرونو،     

 ستونونو او مرت  پناصرو مم ر یې له یوه  ل سره مساوي وي. 

  د  1









84

32

z

yx
A و










88

610
B  د مساوي والي مرایا پبار  دي له:متریکسونو   

















284

263

5102

zz

yy

xx

BA 
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3.2   

څخره، داسرې    Aمترریکس  اصرل ضررب پبرار  دی لره       Aپردد او   د  

 متریکس کې د اړونده پنصر له  اصل ضرب څخه تر سه کی ي. Aپدد او په  چې هر پنصر یې د 

 پدد له 5  1











86

24
A ر وو:متریکس سره ض 
























4030

1020

)8(56.5

2.54.5
5A 

د دوو متریکسونو مجموس پبار  له ه ه متریکس څخه دی چې هر یرو    

پنصر یې د دواړو متریکسونو د هم مرتبه پناصرو)د پین سځر او پین ستوع پناصرو( له  اصل 

متررررریکس  اصررررل تفریررررق پبررررار  دی لرررره      Bڅخرررره دAجمررررع څخرررره تر سرررره مرررروی وي. لرررره     

 1A B A B   . 

 متریکسونو د جمع او تفریق   لګې پبار  دي له: د دوو  2 

 

2 3 8 3 2 8 3 ( 3) 6 6

4 5 4 1 4 4 5 1 8 4

           
         

           
 

متریکس ستونونو له مم ر سرره   Bمتریکس  ستونونو مم ر د  Aکه چ رې د  

 Aداسررې تر سرره کیرر ي چررې: د    BAمتررریکس  اصررل ضرررب یننررې    B او Aمسرراوي وي، د 

مترریکس  BAي، لره  ام ستوع په مقا ل کرې وادرع کیر    -jمتریکس د  Bام سځر د -iمتریکس 

پنصر د ه ه پناصرو له  اصرل ضررب څخره تر سره کیر ي چرې د یروه  رل پره مقا رل کرې             ijCڅخه، 

متریکس لره سرځرونو سرره او د سرتونونو      Aمتریکس د سځرونو مم ر د BAوادع موي وو. د 

 له ستونونو سره مساوي دی. Bمم ر یې د 

 : د دوو متریکسونو د ضرب   لګې   3









































51815

2246

060

103

35

42

232221

131211

ccc

ccc
 

11 12 13

21 22 23

2( 3) 4 0 6 , 2 0 4 6 24 , 2 1 4 0 2

5( 3) 3 0 15 , 5 0 3 6 18 , 5 1 3 0 5

c c c

c c c

               


               
 

د  4 , ,A a b c وا

a

B b

c

 
   
  

 متریکسونو  اصل ضرب پبار  دی له: 






























 










 60

010

1544

)3(382

14

38

54

32
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   , ,

a

AB a b c b aa bb cc

c

 
        
  

 

د  5
a b

A
c d

 
  
 

وا 
a b

B
c d

  
    

 متریکسونو  اصل ضرب پبار  دی له: 

a b a b aa bc ab bd
AB

c d c d ca dc cb dd

          
               

 

 د متریکسونو د ضرب مف وم په کارولو سره  ندې خځي مناد تي سیستم  1















3333

2222

1111

dzcybxa

dzcybxa

dzcybxa

 

 په متریکسي تومه داسې ښودل کی ي: 


















































3

2

1

333

222

111

d

d

d

z

y

x

cba

cba

cba

 

 نې په پمومي تومهین،  د متریکسونو په ضرب کې تبادلوي دانوع صدق نه کوي  1

 ABواBAد   لګې په تومه. له یوه  ل سره مساوي نه دي









02

10
A وا










30

01
B    نرو لررو

 چې:






















































06

10

32

10

30

01
,

02

30

30

01

02

10
BAAB 

 3.3   

 قیقري پردد څخره پبرار  دی چرې لره یراد         Aد  Adetمر ني متریکس دیترمینان  یننرې   Aد   

 متریکس څخه په  ندې تومه تر سه کی ي.

که. لومړی   aA  11 ان  یې ند لرونکی متریکس وي، دیترمین aA  پدد دی، 

 مرتبه متریکس 22دم. یدو  









21

21

bb

aa
A دیترمینان  پبار  دی له: 

1221

21

21
det baba

bb

aa
AA  
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د. دریم  



















321

321

321

ccc

bbb

aaa

A   22متریکس دیترمینان  د  دیترمینان  مف وم په کارولو سره

 داسې تنریفوو:

1 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3

det

a a a
b b b b b b

A A b b b a a a
c c c c c c

c c c

     

312231123213132321det cbacbacbacbacbacbaAA  

دیترمینانر  پره کرارولو سرره یرې       33دیترمینان  په ورتره تومره د لرومړي سرځر او      44.څلورم

 ناوب امارې پکې په پام کې ونیول مي.داسې تر سه کوو، داسې چې مت

لوړ مرتبه دیترمینانتونه د پاسینیو مرا لو سره سم تر سه کی ي. ورته طریقه د نورو سرځرونو او    

 33سرتونونو پره مرسررته د دیترمینرانتونو انکشرراف لپراره د تځبیررق وړ ده. پره دې مبحررث کرې لرره       

 مرتبې څخه لوړ دیترمینانتونه نه مځر  کی ي.

  A    0متریکس ته منفرد وایري کره چ ررېA  وا, ويA      تره غیرر منفررد وایري، پره

 ه ه متریکس چې مر ني نه وي منفرد دی.. وي0Aه ه صور  کې چې

د  1

3 1 2

4 1 0

1 1 2

A

 
 

  
  

 متریکس دیترمینان  نظر دریم ستوع ته یې انکشاف ورکوو. 

   

3 1 2
4 1 3 1 3 1

4 1 0 2 0 2
1 1 1 1 4 1

1 1 2

2 5 0 2 7 10 14 28

A


 

   
 



         

 

د  2
cos sin

sin cos
A

 

 

 
  
 

 متریکس دیترمینان  مم رو. 

  2 2
cos sin

cos cos sin sin cos sin 1
sin cos

A
 

     
 


       

دیترمینان  مم رنه مو په بهن کرې پراتي    33د دې لپاره چې د   

 53وي، تر هر څه د مخه د دیترمینان  لرومړی او دویرم سرتونونه پره ترتیر  ښرۍ لرور تره لیر دوو څرو           
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جررردول تر سررره مررري، وروسرررته، د دریرررو متنرررادص دځرونو)مثبررر  امررراره لرونکرررو( او دریرررو متزایرررد   

 نکو( له مجموس څخه، یاد دیترمینان  په  ندې تومه مم رل کی ي:دځرونو)منفي ماره لرو

 

312231123213132321 cbacbacbacbacbacbaA  

   

 د  ندې متریکس دیترمینان  ومم رئ.  3

15015

64164

12312

015

164

312


















A 

811).1(21).1(25.6.31.4.35)1(10.6.2 A 

   A که چ رې، متریکس د منکوس وړتیا لري B :متریکس داسې موجود وي چې 

IBAAB  

 B  متریکس دA  متریکس منکوس مڼل کی ي او په
1A  یکس یروازې یرو   ښودل کی ي.  هر مترر

منکوس وي. د دې لپاره  Aد  Bمنکوس دی،  او یوازې که  Bد  Aمنکوس لري. ښکاره ده چې 

 چې یو متریکس منکوس منونکی وي اړین مرط دا دی چې اړونده دیترمینان  یې صفر وي.

 

4  
2 5

1 3
A

 
  
 

وا 
3 5

1 2
B

 
  

 
 متریکسونه د منکوس ک دو وړتیا لري، ځکه چې: 

.




























































10

01

31

52

21

53
,

10

01

21

53

31

52
BAAB 

 د  5 









dc

ba
A    ار  دی لره مترریکس منکروس پبر

1 1 d b
A

c aA


 

  
 

څخره، ځکره    

 چې:

1 1 1

d b

d b d b ad bc ad bc
A

c a c a c aA ad bc

ad bc ad bc



 
       

       
       

 
  

 

 او په دې اساس
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1
1 0

0 1

d b ad bc ab ab

a b ad bc ad bc ad bc ad bc
A A

c d c a cd dc bc ad

ad bc ad bc ad bc ad bc



      
         

         
         

   
      

 

3.4   

خځري منراد تي سیسرتم کرولی مرو د       

BAX          متریکسي منادلې په تومره پره پرام کرې ونیسرو، داسرې چرېA     د ښرۍ لرور د ضرریبونو

د مج رول اپردادو مترریکس     Xضرریبونو سرتوني مترریکس او     د ښۍ لرور د ثا ر    Bمتریکس، 

وي. د 
1A :متریکس په پام کې نیولو سره سیستم په  ندې تومه  ل کی ي 

BAXBAAXABAX 111   

لیدل کی ي چې د سیستم  ل د منکوس متریکس  ل ته ارجاس کی ي او دلته دغه طریقه یوازې د 

 دوه مج وله مناد تي سیستم لپاره تځبیق کوو.

 د 
ax b e

cx d f

 


 
د دې  منرادلو سیسرتم پره پرام کرې نیسرو       

 سیستم متریکسي  ال  پبار  دی له:

a b x e

c d y f

    
    

    
 

د
a b

A
c d

 
  
 

  لپاره سیستم  ندې مکل غوره کوي: 

1 1 1
x e x e x e

A A A A I A
y f y f y f

             
               

           

1 1x e x d b e
A

y f y c a fad bc


        

           
        

1 de bf
ad bc

ce af
ad bc

x de bf x

y ce af yad bc




 


       
          

        
 

 په دې اساس

, , 0
de bf af ce

x y ad bc
ad bc ad bc

 
   

 
 

 nد ه ه خځري منراد تي سیسرتم د  رل لپراره چرې        په کرامر طریقه د خځي مناد تي سیستم 

دیترمینانرر  د مج ررول اپرردادو ضرایبو)اصررلي   ه د مخرره مج ررول ولررري، تررر هرڅرر  nمنررادلې او 
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فرپري دیترمینانتونره پره  نردې تومره ټاکرل او        nدیترمینان ( لپاره مم رل کیر ي، وروسرته  یرا    

)3,2,1,....,(اړونرد سرتوع ضرریبونه    kxمرم رل کیر ي، د    nk        د سیسرتم لره ثا ر  ضرریبونو سرره

مج ول پدد ته،  kxم هر دیترمینان  ترې تر سه کی ي، په دې تومه د سیست kتنویض کوو او 

 1nدیترمینانرر  مځا قرر  کرروي چررې د اصررلي دیترمینانرر  پرره مررمول، پرره ټررولیزه تومرره     kیررو 

 دیترمینانتونه  اید ومم رل مي.  ا خر مج ول اپداد له  ندې اړیکې څخه تر سه کی ي.



















 n

nxxxx .....,,, 3

3
2

2
1

1 

 د دوه مج وله خځي مناد تو سیستم پمومي  ال  پبار  دی له:

ax b e

cx d f

 


 
 

 د سیستم درې دیترمینانتونه په  ندې تومه دي: د کرامر طریقې سره سم

, ,x y

a b e b a e

c d f d c f
      

 او د سیستم  ل لکه څرنګه چې مخکې تر سه مول، پبار  دی له:

,
yxx y


 

 
 

 د مناد تو سیستم پمومي  ال  په  ندې تومه دی:















3333

2222

1111

dzcybxa

dzcybxa

dzcybxa

 

 د کرامر طریقې سره سم تر هر څه د مخه د اړوند سیستم څلور دیترمینانتونه مم رو:

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

, x

a b c d b c

a b c d b c

a b c d b c

    

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

,y z

a d c a b d

a d c a b d

a d c a b d

    

  ل په  ندې تومه تر سه کی ي.او په دې اساس د سیستم 














 zyx zyx 

  ندې خځي مناد تي سیستم په کرامر طریقه  ل کوو:  1
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













83

423

1132

xyx

zyx

zyx

 

2 3 1 11 3 1

3 2 1 45 , 4 2 1 45

1 1 3 8 1 3

x             

 

 

2 11 1 2 3 11

3 4 1 90 , 3 2 4 135

1 8 3 1 1 8

y z           



 

45 90 135
1 , 2 , 3.

45 45 45

yx zx y z
   

        
     

 

 د  2









62

232

yx

yx
 منادلو سیستم  ل کوو: 

 تر هرڅه د مخه اړونده دیترمینانتونه مم رو: 

734)3)(1()2(2
2

3

1

2



 

14212)1)(2()6(2
6

2

1

2

14184)6)(3()2(2
2

3

6

2











y

x

 

 په دې اساس

14 14
2 , 2

7 7

yxx y
 

       
   

 

),(ده ه مسرتقیم خرا منادلره چرې لره        11 yxو ا),( 22 yx    ت ریر ي  نقځرو څخره

 پبار  ده له:

0

1

1

1

2

1

2

1 

y

y

y

x

x

x

 

 : د پاسینۍ اړیکې دیترمینان   دریم ستوع ته په کتو سره یې انکشاف ورکوو:ثبو 
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1 1

1 1

2 2 2 2 1 1

2 2

1

1 0 1 1 1 0

1

x y
x y x y x y

x y
x y x y x y

x y

       

1 1

2 2 2 2 1 1

0
x y x y x y

x y x y x y
   

 1 2 2 1 2 2 1 1 0x y x y xy x y xy x y i       

له  ل پلوه د ه ه مستقیم منادله چې له  1 1,x y وا 2 2,x y :نقځو څخه ت ری ي پبار  ده له 

       2 1
1 1 1 2 1 1 2 1

2 1

y y
y y x x y y x x x x y y

x x


        



     1 2 1 1 2 1 0y y x x x x y y       

 1 2 2 1 2 2 1 1 0x y x y xy x y xy x y ii       

د i وا ii :را ځو له پرتله کولو څخه لرو چې 

 2 1
1 1 1 1

2 1

2 2

1

1 0

1

x y
y y

x y y y x x
x x

x y


    


 

ې لهد ه ه مستقیم خا منادله ولیکئ چ  3 1,4 وا 0,0 .نقځو څخه ت ر موی وي 

د    1 1, 1,4x y  وا   2 2, 0,0x y  لپاره لرو چې 

1 1

2 2

1 1

1 0 1 4 1 0

1 0 0 1

x y x y

x y

x y

  

     1 4 0 1 0 1 0 0 1 4 1 0x y x y               

4yپه دې اساس غوښتل موې منادله پبار  ده له x .څخه 

1 د ه رره مثلررث مسررا   چررې راسررونه یررې        1 1( , )P x y  ،2 2 2( , )P x y و ا

3 3 3( , )P x y پبار  دی لهمکل( ،  3.1)نقځې وي
1
2

S   څخه، داسې  ال کې چې 

1 1

2 2

3 3

1

1

1

x y

x y

x y

  
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د مکل سره سم د دریو ثبو  .  S AEFC  ، S CFGB و ا S AEGB    بوبنقه مانو مسا

 په  ندې تومه تر سه کی ي.

      1 1
1 3 3 12 2

S AEFC AE FC EF y y x x      

      1 1
3 2 2 32 2

S CFGB CF GB FG y y x x      

   1 1
1 2 2 12 2

( )( )S AEFC AE GB EG y y x x      

Sپه دې اساس د غوښتل موې مثلث مسا   یننې ABC
 

 
 
 ده له:پبار   

     AEGBSCFGBSAEFCSABCS 






 

 

1 3 3 1 3 2 2 3 1 2 2 1

1 1 1
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2
y y x x y y x x y y x x        

   1 2 2 3 3 1 3 2 2 1 1 3

1

2
S ABC x y x y x y x y x y x y ii

 
      

 
 

 له  ل پلوه د راکړل موي دیترمینان  له انکشاف وروسته لرو چې:

   

1 1

2 2 1 2 2 3 3 1 3 2 2 1 1 3

3 3

1 2 2 3 3 1 3 2 2 1 1 3

1

1

1

1 1

2 2

x y

x y x y x y x y x y x y x y

x y

x y x y x y x y x y x y i

       

       

 

 د iو ا ii له پرتله کولو څخه تر سه کی ي چې 
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1 1

2 2

3 3

1
1

, 1
2

1

x y

S ABC x y

x y

 
    

 
 

) د ه ه مثلث مسا   ومم رئ چې.  4 5 , 0) , (5 , 0) 0)و ا ,  یې اړونده راسونه وي. (4

     

5 0 1
0 1 5 1 5 0

5 0 1 5 0 1
4 1 0 1 0 4

0 4 1

5 4 0 5 1 20 40

 
        

          

 

 په دې اساس د مثلث مسا   پبار  دی له:

21 1 40
40 20

2 2 2
S u        

5.3   

متریکس د یوه ټاکلي جدول په ستونونو او سځرونو کې د یرو مرم ر کمیتونرو لره تنظریم       :  

nmAستوع ولري په  nسځر او  mڅخه پبار  دی. هر متریکس چې     سمبول ښودل کی ي او ه ره

nm   .نررردي متریرررک نومررروي ija  پنصرررر دi  سرررځر اوj   ،سرررتوع پرررورې اړونرررد دیnm  د

 متریکس  ند یا مرتبه نومی ي.

 ه ه متریکس دی چې د سځرونو او ستونونو مم ر یې سره مساوي وي. :  

 ښودل کی ي. mxn0ه ه متریکس دی چې ټول پناصر یې صفرونه وي او په  : 

په سځري متریکس کې پناصر یروازې پره یروه سرځر کرې وادرع دي او د         

 ستوني متریکس پناصر په یوه ستوع کې وادع کی ي.

 ه ه متریکس ته دځري متریکس وایي چې غیر دځري پناصر یې صفرونه وي. : 

 ي.وير وا د متریکس نومی  1هر ه ه متریکس چې ټول دځري پناصر یې  

که چ رې په یوه مر ني متریکس کې د اصلي دځر ټول پاسیني او  نردیني پناصرر    

 صفرونه وي، ه ه ته ) ندینی یا پاسینی( مثلثي متریکس وایي.

دوه متریکسونه له یوه  ل سره مساوي دي، که چ رې د سرځرونو مرم ر،    

 یې له یوه  ل سره مساوي وي.ستونونو مم ر او مرت  پناصر 

   پدد اوA  متریکس  اصل ضرب پبار  دی لهA  څخه، داسې

مترریکس د پرین پنصرر)پین مودنیر  پنصرر( لره ضررب څخره          Aپردد او   چې هر پنصرر یرې د  

 تر سه کی ي. 
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یکس څخره ده چرې هرر یرو     د دوو متریکسونو مجموس پبار  له ه ه مترر  

پنصر یې د دوو متریکسونو د هم مرتبه جوړه پناصرو)په پین سځر او ستوع( له مجموس څخه یې 

متریکسونو  اصل تفریق پبار  دی له:  B اوAتر سه موي، د  1A B A B    

متریکس سځرونو له مم ر سره  Bمتریکس ستونونو مم ر د  Aکه چ رې د     

 د تنریف سره سم تر سه کی ي. BAمتریکسونو  اصل ضرب یننې   Bوا Aمساوي وي، د 

:  Aمر نرري متررریکس یننررې Adet پبررار  لرره A  قیقرري پرردد څخرره دی چررې لرره یرراد 

  متریکس څخه د تنریف سره سم تر سه کی ي.

 په ساروس طریقه د دریم مرتبه دیترمینان  انکشاف:

 

312231123213132321 cbacbacbacbacbacbaA  

  
1A 

 یکس منکوس دی کهمتر A متریکس د 
1 1AA A A I   .وي 

 د منکوس متریکس په برینه د خځي مناد تي سیستم 

BAXBAAXABAX 111   

 په کرامر طریقه د درې مج وله خځي مناد تي سیستم  ل)د   لګې په تومه(

, ,
yx zx y z

 
  
  

 

),( چې له دوو  11 yx و ا),( 22 yx نقځو څخه ت ر موی وي : 

0

1

1

1

2

1

2

1 

y

y

y

x

x

x

 

1 یرې  د ه ه مثلث مسا   چې راسرونه    1( , )x y  ،2 2( , )x y 3و ا 3( , )x y 

دی له ، پبار نقځې وي
1
2

S A :څخه، داسې  ال کې چې 

1 1

2 2

3 3

1

1

1

x y

A x y

x y


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3.1   

 : ندې پملیې ترسره کړئ  

1 0 5 0
2 3 0 3 8 5

1. , 2. 5 1 1 5 1
1 4 9 4 1 4

2 2 10 10

   
       

               
   

 

2 5 1 2 0 1 4 0 5 20
3. 3 2 , 4. 5

3 0 0 1 1 2 0 5 10 0

          
        

       
 

 

  









































40

01

3

5
.7,43

30

02
.6,

8

6

54

32
.5 

 

    















































b

a

b

a

x

y

y

x 2
12.10,2.9,

3

2
23.8 

 د .11   











34

21
B لپاره 

2B 3و اB .متریکسونه تر سه کړئ  

  ندې دیترمینانتونه ومم رئ.    

     

3 2
12. , 13. , 14.

4 5

a b b x y x

a a b x x y

  

 
 

  

1 5 0 2 0 0 1 0 0

15. 0 1 3 , 16. 0 3 0 , 17. 0 1 0

3 2 4 0 0 5 0 0 1

 

 د. 11  









42

31
A .متریکس منکوس تر سه کړئ 

  19 .
cos sin

sin cos
A

 

 

 
  

  
، کې ونیسئ متریکس په پام 

1A 
 متریکس تر سه کړئ. 

و ا 1x د.   21   











x

x
A

1

1
 لپاره،   12 

A .متریکس وټاکئ 

21 .












m

m

2

11
 کوم دیم  ته منکوس منونکی دی. mمتریکس د   
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 22 .  

























0

0

132

01
1

x
x .منادله  ل کړئ  

کومو دیمتونو ته  a د. 23









2

1

yax

yx
      مناد تي سیستم  ل نلري. 

د ه ه مثلث مسا   ومم رئ چې راسونه یې په.   24 2,3  ، 2, وا 4 2,5 و پراته وي.نقځ 

 د.  25

2 3 11

3 2 4

3 8

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 .         مناد تي سیستم متریکسي  ا   تر سه کړئ  
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( تر ټولو اساسي موضوس ده، چې د ریاضي م مو مسائلور  لکره  پددي ترادفونه د )ریاضي انالیز

ا ي، هندسري او هارمونیرک   مم رنو کې خورا کارونې لري. د اپدادو د ترادفونو ساده  ال   سر 

 تصاپدونه دي. دلته د دې  حث لومړني او ساده مفاهیم منرفي کوو.

4.1   

1a ،2a،3a ، ... ،na   ... ،  ټاکلي اپداد د پددي ترادف په نامه یادی ي، پاسیني هر یوه پدد ته د

و طبینري پردد   یر  nام پنصرر دی او   -nد دې ترادف  naلومړی پنصر او  1aترادف پنصر وایي، 

 مڼل کی ي.

 د یوه ترادف پناصر ک دای مي له یوه  ل سره منځقي او یا الجبري اړیکې ولري. لکه 

2                                  د جف  اپدادو ترادف , 4 , 6 , 8 , ... , 2 , ...n 

1                       د تاق اپدادو ترادف                       , 3 , 5 , 7 , ... , 2 1 , ...n  

5                             مضرب، اپدادو ترادف 5 د , 10 , 15 , 20 , ... , 5 , ...n 

                       مضرب، اپدادو منکوس ترادف 3 د
1 1 1 1

, , , ... , , ...
3 6 9 3n
 

 ام ټاکلي پنصر په برینه تنریف او منین ک دای مي، مثلا nمنمو  یو ترادف د

2                  جف  اپداد , ( 1 , 2 , 3 , ...)na n n  

                                                تاق اپداد 2 1 , 1 , 2 , 3 , ...nb n n   

                                 مضرب اپداد 5 د 5 , 1 , 2 , 3 , ...nc n n  

                                  مضرب منکوس اپداد 3د       
1

, 1 , 2 , 3 ,
3

nd n
n

   

هر ه ره تررادف چرې د پناصررو پرددي دیمر  یرې پره تردریجي ډول زیرا             

مضرررب  5مررير متزایررد ترررادف نررومی ي، لکرره د جفرر  اپرردادو ترررادف، د ترراق اپرردادو ترررادف، د   

 او دې ته ورته نور. اپدادو ترادف

ه رره ترادفونرره چررې د پناصرررو مقرردار یررې پرره ترردریجي تومرره لرر  مرري، د متنررادص ترررادف پرره نامرره      

 مضرب اپدادو منکوس ترادف. 3یادی ي، لکه د 

1  
2nan   و ا

n
bn

2
  متنادص؟ دي یا متزایدترادفونه  

 تر هر څه د مخه د دې ترادف څو مسلسل دیمتونه ف رس  کوو. 
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6
2

5
2

4
2

3
212:

362516941:

654321:

n

n

b

a

n

 

پناصر کمیر ي،   nbترادف پناصر ډیری ي، نو ویلی مو چې متزاید دی او د  naچې د لیدل کی ي 

 په دې اساس متنادص ترادف ورته ویل کی ي.

صر یې د خپرل مخکینري پنصرر پره برینره تنریرف مري، رجنري         ه ه ترادف چې هر پن 

و مخکیني پنصر ترر  د هر پنصر ا اوترادفونو کې  اید د لومړي پنصر ترادف نومی ي، په دې ډول 

 منځ اړیکه وټاکل مي.

21 که    2 a 12و ا  nn aa :وي د ترادف پناصر متوالیآ پبار  دي له  

2 1 3 2

1

4 3 1

2 2 2 4 , 2 2 4 8

2 2 8 16 , , 2 2.2 2n n

n n

a a a a

a a a a 



       

      
 

2nنو

na  . 

  د ترادف لومړی او  ل اختیاري پنصر په  ندې تومه راکړل موي دي.  3

 1 12 , 2 , 2 , 3 , 4 ,n na a a n     

 . ورپسې او پمومي پناصر یې ولیکی.

2 1 3 2

4 3

2 2 2 4 , 2 2 4 6

2 2 6 8 , , 2 .n

a a a a

a a a n

         

     
 

2na په دې اساس n دی . 

 دویم، دریم، څلورم او پنجم پنصر وټاکی. د  ندې رجني ترادف  4

 1
1

1

2
3 , , 2, 3, 4,

1

n
n

n

a
a a n

a





  


 

 

   
.

23

24

1

2

1

2
,

11

12

1

2

1

2

5

6

1

2

1

2
,

2

3

4

6

31

32

1

2

11
12

11
12

4

4

5

5
6

5
6

3

3

4

2
3

2
3

2

2

3

1

1

2






























a

a
a

a

a
a

a

a
a

a

a
a

 

2.4   

dترادفی که تفاو   ین هر جوره  پناصر مجاور ږع طور مرت  یک پدد ثا ر     امرد  نرام تررادف     

 ې سا ی گفته می مود. ینن
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وي د  (dهررر ه رره ترررادف ترره چررې د هرررو دوو څنررو پرره څنررو پناصرررو تفرراو  یررې یررو ثا رر  پرردد)   

  سا ي ترادف په نامه یادی ي، یننې

 1 1 , 1 , 2 , 3 ,n n n na a d a a d n       

د همردې  سرا ي ترررادف لرومړی پنصرر نروم  ي. کره پره یروه  سررا ي          1aپردد د مرډ تفاضرل او     dدلتره  

 ترادف کې لومړی پنصر او مډ)مشتر ( تقاضل یې منلوم وي، د ترادف مشخص کول ممکن کی ي.

1پنصر اولش چ ار پنصر اول ترادف  سا ی را مشخص کنید طوری که  1 2a   و تفاضل

3dمشتر  ږع  . امد  

1د یوه  سا ي ترادف څلور لومړي پناصر داسې وټاکی چې لومړی پنصر یې  2a   او مډ تفاضل

3dیې  .وي 

1138

835

532

2

34

23

12

1









daa

daa

daa

a

 

nد  سا ي ترادف  naمډ تفاضل او  dلومړی پنصر،  1aکه چ رې  :

 : تنریفی يام پنصر وي، د دوی ترمنځ اړیکه په  ندې ډول  -

 

 

  daddadaa

daddadaa

daddadaa

daa

43

32

2

1145

1134

1123

12









 

   او  ا خره نتیجه اخلو چې: 

 dnaan 11  

51که د یوه  سا ي ترادف لومړی پنصر   2 a    2او مډ تفاضرل یرېd    وي، مرلم پنصرر

 یې څو دی؟

  432.19519120  daa 

  1naو ا  1na     ،naکره چ رررې د یروه  سررا ي تررادف درې مسلسررل     

پناصر داسې  ال کې چې  2 , 3 , 4 ,n  وي، وټاکل مي، لرو چې: 

      nnn adnandadnaaa 2)1(2)2( 11111   

 په دې اساس
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2

11  
 nn

n

aa
a 

په دې تومه د  سا ي ترادف هرر پنصرر د دواړو خرواوو پناصررو د مجمروپې لره نیمرایي څخره یرې          

 تر سه کی ي.

  naو ا maکه د یوه  سرا ي تررادف دوه اختیراري     

د تي سیسرتم څخره د دوو   ( یې له  نردې منرا  dپنصر او مډ تفاضل) 1aپناصر راکړل موي وي، 

 : مج ولونو په تومه ټاکل کی ي

 

 
1

1

1

1

m

n

a m d a

a n d a

   


  
 

 داسې چې د  د تر سه کولو لپاره لومړۍ او دویمه منادله طرف په طرف منفي کوو، نو لرو چې:

     
1 11 1 m n m na m d a n d a a m n d a a              

              نو
m na a

d
m n





 

 هم تر سه ک  ي، یننې  1a،دیم  په اچولو سره،   dپه پاسینیو دوو منادلو کې د 

   
1

1 1n mm a n a
a

m n

  



 

ع تصاپدونه د دوو وروستیو فورمولونو په برینه وټراکو، خرو ښره  ره دا     که څه هم کولی مو دا ما

 د پاسني مناد تي سیستم د مستقیم  ل په تومه تر سه مي.  dو ا 1aوي چې 

5 سا ي ترادف تر سه کړئ داسې چې   3 21a  9وا 37a   .وي 

 وود راکړل موو پناصرو په پام کې نیولو سره،  ندې دوه مج وله منادلې مځر  ک 

1 5 1

1 9 1

4 4 21

8 8 37

a d a a d

a d a a d

    
 

   
 

1د پاسیني مناد تي سیستم له  ل څخه  5a  4و اd  .تر سه کی ي 

لومړیرو پناصرررو مجمروس یررې    nپرره یروه  سرا ي ترررادف کرې د      

 پبار  ده له:

 1 2 3 12 ( 1)
2

n

n
a a a a a n d       

 فرض مي یننې nSلومړیو پناصرو مجموس یې  nکه د ثبو . 

1 2 3n nS a a a a     

 لپاره لرو چې: 5n )د مثال په تومه( د
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5 1 1 1 1 1

5 1 1 1 1 1

( ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 )

( 4 ) ( 3 ) ( 2 ) ( )

S a a d a d a d a d

S a d a d a d a d a

        


        
 

 خوا په خوا جمع کوو، نو لرو چې: وروستۍ اړیکې

5 1 1 1 1 12 (2 4 ) (2 4 ) (2 4 ) (2 4 ) ( 4 )S a d a d a d a d a d           

     
5 1 5 1

5
2 5(2 4 ) (2 4 )

2
S a d S a d      

 په پایله کې

 dna
n

Sn )1(2
2

1  

 ام پنصر وي، نو -nد یوه  سا ي ترادف  naلومړی پنصر او  1aکه چ رې :  پایله

 1 2 3 1
2

n n

n
a a a a a a      

 پوهی و چېثبو .  

   
1 2 3 1 1 12 1 1

2 2
n

n n
a a a a a n d a a n d                  

dnaan له دې چې )1(1  نو په دې اساس 

 1 2 3 1
2

n n

n
a a a a a a      

 پورې د طبیني مسلسل اپدادو مجموس ومم رئ.  111 څخه تر 1له   4

da سرا ي تررادف جروړوي داسرې چرې       طبیني اپرداد هرم   ل.  11     وي، پره دې اسراس  نردې

 اړیکه 

 1 2 3 1
2

n n

n
a a a a a a      

 وضع کړو، په دې اساس لرو چې:  100naو ا100nکې کولی مو 

 
100

1 2 3 100 1 100 50 101 5050
2

         

daطبیني اپداد ه ه  سا ي ترادف دی چرې پکرې    :(د طبیني اپدادو مجموسمثال )  5 11 

 لومړیو مسلسل طبیني اپدادو مجموس پبار  ده له: nوي. په دې اساس د 

2

)1(
]1).1(1.2[

2
])1(2[

2
...321 1




nn
n

n
dna

n
n 

 څخه پیلی ي پبار  ده له: 1مسلسل طبیني اپدادو مجموس چې له  nد په دې تومه 

( 1)
1 2 3

2

n n
n


     
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د جفر  اپردادو تررادف ه ره  سرا ي تررادف دی چرې         :(د مسلسرل جفر  اپردادو مجمروس    مثال ) 1  

daپکې    وي، نو 21

 12 4 6 2 2 ( 1). [2.2 ( 1).2] ( 1)
2 2

n n
n a n d n n n            

2 4 6 2 ( 1)n n n      

11مسلسرل تراق اپرداد هررم  سرا ي تررادف دی داسرې چررې        :(مسلسرل تراق اپررداد  مثرال )   1 a و ا

2d . :نو 

  2

11 3 5 (2 1) 2 ( 1) [2.1 ( 1)2]
2 2

n n
n a n d n n            

21 3 5 (2 1)n n      

4.3   

پردد وي د هندسري تررادف     rهر ه ه ترادف چې د دوو څنو په څنو پناصرو نسب  یې یرو ثا ر    

 په نامه یادی ي، یننې. 1
1 , 1 , 2 , 3 ,n

n n

n

a
r a a r n

a


    

د هندسي تررادف لرومړی پنصرر مڼرل کیر ي. هندسري تررادف هرم د          1aمډ) مشتر ( نسب  او  rدلته      

 مړی پنصر او مډ نسب  یې منلوم وي. سا ي ترادف په ماع ه ه م ال مشخص ک دای مي چې لو

21په یوه هندسي تردف کې   1 a 3و اr  2ديرa،3a4واa  .پناصر یې وټاکی 

2 1 2 3 6a a r    

3 2 6 3 18a a r    

4 3 18 3 54a a r    

 -nد هندسي ترادف مډ نسب  وي،  rلومړی پنصر او  1aکه چ رې  

               ام پنصر یې پبار  دی له:
1

1

 n

n raa 

 ل په مرسته په متوالي تومه تر سه کوو.د تصاپد پناصر یو د   :ثبو 

2 1

2

3 2 1 1

2 3

4 3 1 1

3 4

5 4 1 1

( )

( )

( )

a a r

a a r a r r a r

a a r a r r a r

a a r a r r a r



  

  

  

 

1

1

n

na a r    



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 65

  1naوا 1na،naکرره چ رررې د یرروه هندسرري ترررادف درې مسلسررل     

)پناصر داسې چې  2 , 3 , 4 , )n  :وي وټاکل مي، نو لرو چې 

 

         21

11

2

111



  nnn

nn rararaaa 

 له دې ځایه تر سه کوو چې: 

   11  nnn aaa 

 یا په  ل پبار  

n

n

n

n

a

a

a

a 1

1





 

 مسلسل پناصرو مجموس پبار  ده له: nد یوه هندسي ترادف د  

1 2 3 1

1

1

n

n n

r
S a a a a a

r


     


 

   وضع کوو چېثبو : 

1 2 3n nS a a a a     

                                   او یا
2 3 1

1 1 1 1 1 (1)n

nS a a r a r a r a r       

 سره ضرب کوو او لیکو چې: rد وروستۍ اړیکې دواړې خواوې له 

2 3 4

1 1 1 1 1 (2)n

nr S r a a r a r a r a r      

 اړیکې څخه خوا په خوا تفریق کوو. (2)اړیکه له  (1)اوس 

)1()1( 111  n

n

n

nn rarSaraSSr 

1         په دې اساس 1

1 1

1 1

n n

n

r r
s a a

r r

 
  

 
 

انتروال څخه وي،   (1,1-)مشتر  نسب  له  rپه یوه هندسي ترادف کې که چ رې   

11یننې   r  په دې صور  کې دn  لوړو دیمتونو ته
nr  پدد فوق الناده وړوکی کی ي، په

 ین ای  ته لنډ مي،  n ل پبار  کله چې 
nr پدد صفر ته لنډی ي، په دې اساس له  ندې اړیکې 

1 2 3 1

1

1

n

n

r
a a a a a

r


    


 

0nrڅخه د    کی ي چې:په پام کې نیولو سره تر سه 

1

1 2 3 4
1

a
a a a a

r
    


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د وروستۍ اړیکې کیڼ اړخ ته هندسي سلسله او ښۍ خوا ته یې دیم ) مجمروس( وایري، هندسري    

 سلسله په  ندې تومه هم کولی مو ولیکو:

2 3 1

1 1 1 1
1

a
a a r a r a r

r
    


 

 تقسیموو او تر سه کوو چې: 1aد وروستۍ اړیکې دواړې خواوې په 

2 3 1
1

1
r r r

r
    


 

2  1 1 1 1
2 4 8 16

1     سلسله ومم رئ. 

1په دې سلسله کې   1a  1و ا
2

r    د دستور مځا ق لرو چې:دی. په دې اساس 

1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
1 2

2 4 8 16 1
       


 

21کرره چ رررې پرره یرروه هندسرري تصرراپد کررې     3 a 3و اr   پناصرررو مجمرروس یررې   5وي. د

 ومم رئ.

          د فورمول مځا ق لرو چې: 
r

r
aaaaaaSn






1

1 5

154321 

24213                 په دې اساس
1

31

2

31
.2

31

31
.2162541862 5

555















 

1که د یوه هندسي تصاپد لومړی پنصر   4 27a   1او مډ نسب  یې
3

r   وي، د پناصرو د

 مم رئ.سلسلې مجموس یې و

  یاهم فورمول په پام کې نیسو: 

1

1 2 3 4
1

a
a a a a

r
    


 

                 له دې ځایه
1 2
3 3

1 1 1 27 27
27 9 3 1 40.5

3 9 27 1
         


 

5  0.6  متوالي اپشار کسر د هندسي سلسلې په برینه په پام کسر اړوو. 23

0.6 23 0.6 23 23 23 0.6 0.023 0.00023 0.0000023      

6 23 23 23 6 23 1 1
1

10 1000 100000 10000000 10 1000 100 10000

 
          

 
 

          

 
2

1 1
100 100 991

100 100

6 23 6 23 1 6 23 1
1
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6 23 100 6 23 594 23 617
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           
  


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617په دې اساس
990

0.6 23  تر سه کی ي . 

4.4  

na ،که چ رې منکوس یې، یننې  ترادف هارمونیک مڼل کی ي

n

n
a

b
1

 .یو  سا ي ترادف وي 

مضررب اپردادو او داسرې نرورو ترادفونرو منکروس،        5د طبیني اپدادو، تاق اپدادو، د   1

 هارمونیک ترادف نوم  ي. یننې

1 1 1 1
2 3 4

1 1 1 1
2 1 3 5 7

1 1 1 1 1
5 5 10 15 20

: 1 , , , , ...

: 1 , , , , ...

: , , , , ...

n n

n n

n n

a

b

c









 

وا 1na،naکرره چ ررې د یروه هارمونیررک تررادف درې مسلسررل     

1na    4,3,2(...,ال کې چرې پناصر وټاکل مي داسې( n        وي. د دې پره پرام کرې نیولرو سرره چرې

1

1

na
  ،

na

1
وا 

1

1

na
 د یوه  سا ي ترادف مسلسل پناصر دي، لرو چې:  

  
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 2 1 1 2

2

n n n n

n n n n n n n

a a a a

a a a a a a a

   

   




      

 پایله کې هپ  

1 1

1 1

2( ) ( )n n
n

n n

a a
a

a a

 

 




 

 وروستۍ اړیکه په  ندې تومه هم لیکل کی ي:

1 1

2 1 1

n n na a a 

  

 پنصر د دواړو خواو پناصرو له جنسه یې وښیئ. 4aد  ندې هارمونیک ترادف   2

...,
11

1
,

9

1
,

7

1
,

5

1
,

3

1
,1 

1د  
4 7

a  1پراترره پناصررر پبررار  دي لرره  دواړو لوریررو ترره
3 5

a  1و ا
5 9

a    څخرره، د داپرردې

 مځا ق لرو

1 1 2
3 5 5 9 45

41 1 14
3 5 5 9 45

22 2 1

14 7

a a
a

a a

 
    

 
 

اپرردادو  سررا ي، هندسرري او هارمونیررک اوسررا   bو ا aد دوو مثبرر   

 پبار  دی له:
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2

ba
A


   سا ي اوسا                                   

baG .  هندسي اوسا                                    

ba

ba
H




.2
 هارمونیک اوسا                                

 په  ل پبار 

, )الف( .  ,b A a   اپداد یو  سا ي ترادف جوړوي،   

,   ) ب (.  ,b G a  اپداد د یوه هندسي ترادف اپداد دي،    

,) د  (.   ,b H a  اپداد یو هارمونیک ترادف راکوي.   

 اپدادو  سا ي، هندسي او هارمونیک اوسا پبار  دی له:   1و ا 2د   3

2 8 2(2 8)
5 , 2 8 4 , 3.2

2 2 8
A G H

 
      


 

 دې ترتی  په

 اپداد یو  سا ي ترادف دی. 1وا 5، 2

 اپداد په یو هندسي ترادف راکوي.  1و ا 4، 2

 اپداد هارمونیک ترادف جوړوي.  1و  3.2 ، 2او 

اپرردادو   bو ا aپرره ترتیرر  د دوو   Hو ا A ،Gکرره چ رررې   

  سا ي، هندسي او هارمونیک اوسځونه وي، نو

1. , 2.G AH H G A   

 د تنریف سره سم لرو چې: ثبو  :

                   

2 .
1.

2

a b ab
G ab AH

a b


   


 

 
2

2. 0 2 0 2

2 2 2
1 1

a b a b ab ab a b

ab ab ab
ab ab ab

a b a b a b

        

       
  

 

                 
)(... IGH  

  په همدې تومه  

 
2

0 2 0 2 .
2

a b
a b a b ab ab a b ab


          

 

          

)(... IIAG  

 له پرتله کولو تر سه ک  ي چې: IIو اIد 

H G A   
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لره دې مخکرې  سرا ي، هندسري او هارمونیرک اوسرا د دوو  قیقري         

( لپراره هرم   1a  ،2a  ،3a  ، ... ،na قیقري اپردادو)   nاپدادو لپاره تنریف مو، خو دغه مف وم د 

 تنریف ک دای مي. یننې

1 2 3 1 2 3
1 2 3

1 2 3

, ,n nn
n

n

a a a a na a a a
A G a a a a H

n a a a a

   
  

   
 

 د موضوس دوام زموږ د  حث په محدوده کې نه دی.

4.5   

د ریاضي استقرا ه ه منځقي طریقه ده چې طبینري اپردادو او ترادفونرو د ځرانګړنو پره ثبرو  کرې        

 nموضوس پړاویز تحلیرل دی. پره دې طریقره کرې د     کاری ي. منځقي اساس یې، له جز څخه کل ته د 

طبیني اپدادو د P n.ځانګړتیا د اثبا  په تکل دوه پړاونه په پام کې نیول کی ي 

د   لومړی پړاو: P n  1اړیکې سموالی دn   او یا دn .څو نورو دیمتونو ته ږزمویل کی ي 

nپرره دې پرړاو کررې فررض کیرر ي چرې دضریه د       دویرم پرړاو:   k   ال د دې پرره لپرراره سرمه ده، ه رره م ر

1nاستناد،  k  .ادپا ثبوتی ي 

 طبیني پدد لپاره  ندې اړیکه صدق کوي: nثبو  کړئ چې د هر   1

2 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 3

6

n n n
n

 
     

ثبو :  P n  ځانګړنه د هرn :طبیني دیم  لپاره په  ندې تومه په پام کې نیسو 

2 2 2 2 ( 1)(2 1)
( ) : 1 2 3

6

n n n
P n n

 
     

1k د: لومړی پړاو لپاره لرو چې:  
6

)11.2)(11(1
1:)1( 2 

P 

 په پایله کې 1P دی درس. 

اوس فرضوو چې: دویم پړاو P k  دk طبیني پدد لپاره صدق کوي، یننې : 

2 2 2 2 ( 1)(2 1)
( ) :1 2 3

6

k k k
P k k

 
     

اوس غواړو وښیو چې  1P k     هم س ي ده. د وروستۍ اړیکې په دواړو خرواوو کرې 2
1k  

 زیاتوو.

2 2 2 2 2 2( 1)(2 1)
1 2 3 ( 1) ( 1)

6

k k k
k k k

 
         

6

672
)1(1

6

)12(
)1(

2 














kk
kk

kk
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   
6

3221
.

6

]1)1(2)][(1)1)[(1( 





kkkkkk
 

په دې اساس 1P k س ي ده. 

  طبیني پدد لپاره  ندې را ځه صدق کوي: nثبو  کړئ چې د هر   2

3 3 3 3 21 2 3 (1 2 3 )n n         

 له دې چېثبو : 
2

)1(
...321




nn
n ده په دې اساس P k  ځانګړنه د هرn  طبیني

   لپاره  ه  ندې تومه په پام کې نیسو:دیم

2

3 3 3 3 ( 1)
1 2 3

2

n n
n

 
      

 
 

1k د: لومړی پړاو  لپاره لرو چې: 

2

3

2

)11.(1
1:)1( 







 
P 

 نتیجه اخلو چې 1Pس ي دی . 

اوس فرضوو چې : دویم پړاو P k  دk :طبیني پدد لپاره صدق کوي، یننې 

2

3 3 3 3 ( 1)
( ) :1 2 3

2

k k
P k k

 
      

 
 

موضوس د  1P k   لپاره تنقیبوو. د وروستۍ اړیکې په دواړو خواوو کې 3
1k  :زیاتوو 

 

2 2
3 3 3 3 3 3 2

2
2 2 2

2

( 1)
1 2 3 ( 1) ( 1) ( 1) 1

2 4

( 1) ( 1) 14 4 ( 1) ( 2)
( 1)

4 4 2

k k k
k k k k k

k kk k k k
k

  
              

   

       
      

    

 په دې اساس 1P k  س ي دی. 

 :  ندې غیرمساوا  ثبو  کړئ  3

0,1)1(  anaa n
 

1n د: لومړی پړاوثبو .:  لپاره لرو چې 

1 1(1 ) 1 1 (1 ) 1 1a a a a         

1n په دې اساس پاسینی غیر مساوا  د  لپاره س ي دی. 

nفرض کوو، پاسینی غیر مساوي د : دویم پړاو k لپاره صدق وکړي، یننې 

kaa k  1)1( 
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)1(اوس د وروستۍ اړیکې دواړې خواوې له  a .سره ضر وو 

1 2(1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 ) 1 1k ka a ka a a a ka ka a ka              

 په دې اساس

.)1(1)1( 1 aka k   

1nنی غیر مساوا ، د په دې تومه پاسی k  .لپاره هم صدق کوي 

4.1    

 فکتوریل(( مف وم په  ندې تومه تنریفی ي: nطبیني پدد لپاره )) nد  :فکتوریل

! 1 2 3

1! 1 , 0! : 1

n n  

 
 

 په دې اساس

    ! 1 2 2 1 , ! 1 !n n n n n n n      

1  4!  ،5!  ،7!
6!
!8و

5!
  اپداد ومم رئ. 

4! 1 2 3 4 24 , 5! 1 2 3 4 5 120

7! 7 6! 8! 8 7 6 5!
7 , 8 7 6 336

6! 6! 5! 5!

          

   
      

 

2  
( 1)!

!

n

n


و  

9!

(3!)(6!)
 اپداد ومم رئ.  

 ( 1)! 1 2 3 1
1

! 1 2 3

n n n
n

n n

    
  

 
 

9! 9 8 7 6 5 4 7 8 9
84

(3!)(6!) 3 2 1 (6 5 4 ) 1 2 3

       
  
        

 

3   n واk داسې چې،طبیني اپدادو لپارهk n وښیئ چې:،  وي 

    ! 1 2 1

( !)( )! !

n n n n n k

k n k k

   



 

     

   

    

! 1 2 1 3 2 1

( !)( )! ! 1 2 3

1 2 1

!

n n n n n k n k

k n k k n k

n n n n k

k

      


   

   


 

دوه طبیني پددونه وي، داسې چې په دې صور  کې  nو اkکه چ رې  د طبیني اپدادو ترکی :

 ترکی  پبار  دی له: nو اkد 
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! ( 1)( 2)( 3) ( 1)

!( )! !

n n n n n n n k

k k n k k

      
  

 
 

ځینې م ال د 
n

k

 
 
 
سمبول په ځای له  

k

nC .سمبول څخه کار اخیستل کی ي 

0طبیني اپدادو لپاره داسې  ال کې چې   nو ا kکال دضیه: د د پاس k n  :وي، لرو 

1

1

n n n

k k k

     
      

     
 

 له تنریف سره سم لرو چې:ثبو : 

! !

1 ( 1)!( 1)! !( )!

n n n n

k k k n k k n k

   
     

       
 

1( !) ( 1) ! !( 1) ( 1)!

( 1)! ! ( 1)! ! ! ( 1)!

nk n n k n n k n k n

kn k k n k k k n k

       
     

       

 

4  
8

3

 
 
 
وا

7

0

 
 
 
 . اپداد ومم رئ 

 

 

8 8! 8! 8 7 6 5! 8 7 6
8 7 56

3 3! 8 3 ! 3!5! 3 2 1 5! 3 2 1

7 7! 7!
1 , 0! 1

0 0! 7 0 ! 7!

      
       

      

 
    

 

 

5  
9

2

 
 
 
وا

5

5

 
 
 
 اپداد ومم رئ. 

 

 

9 9! 9! 9 8 7! 9 8
9 4 36

2 2! 9 2 ! 2!7! 2 1 7! 2 1

5 5! 5! 5!
1 , 0! 1

5 5! 5 5 ! 5! 0! 5!

    
       

    

 
     

  

 

 وښیئ چې  1
9 9 10

3 4 4

     
      

     
 

 د تنریف له مخکې کولی مو ولیکو چې: 

.
4

10

)!6)(!4(

!10

)!6)(!4(

)!9(6)!9(4

)!5)(!4(

!9

)!6)(!3(

!9

4

9

3

9





























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0ثبو  کړئ چې د   1 k n  ارهلپ 
n n

n k k

   
   

   
 . دی 

! !
.

( )![ ( )]! ( )! !

n nn n

n k kn k n n k n k k

   
     

       
 

4.1   

  قیقي اپدادو او متواتر الجبري ضرب په پام کې نیولو سره یې کولی مو ولیکو:  bو ا aد دوو 

 

 

 

 

 

 

0

1

2 2 2

3 3 2 2 2

4 4 3 2 2 3 4

5 5 4 3 2 2 3 4 5

1

2

3 3

4 6 4

5 10 10 5

a b

a b a b

a b a ab b

a b a a b ab b

a b a a b a b ab b

a b a a b a b a b ab b

 

  

   

    

     

      

 

که د پاسیني  ینومیونو د انکشافي  ال  ضریبونه په مرتبه  ڼه ولیکو، د پاسرکال پرددي مثلرث    

 په  ندې تومه تر سه کی ي.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

 

ددرر  وکررړو، هررر پرردد د مخکینرري سررځر د اپرردادو لرره ښررۍ او کرریڼ لرروري لرره   کرره پاسرریني مثلررث ترره 

مجموس څخه یې تر سه موی او دا د  ینومیل د انکشراف یروه داپرده ده. پره دې تومره د       
n

a b 

سرځر پرورې  شرپړ کرړو او دغره        nانکشاف او د ضریبونو ټاکلو لپاره یې،  اید پاسکال مثلث تر 

ه سرتونزمن دی. نرو د اپردادو د ترکیر  پره برینره د  ینروم        څخه لروړو دیمتونرو تره لر  څر       nپمل له 

 افادې انکشاف د اړونده ضریبونو په تومه یې ډېر مټور او جال  دی.

 طبیني پدد لپاره لرو چې: n قیقي اپدادو او   bو ا aد    

.
1 2 2( )

0 1 2

n n n n n r r n
n n n n n

a b a a b a b a b b
r n

           
                

         
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 ( د استقراء په طریقهثبو : )

1n د: لومړی پړاو :لپاره لرو چې 

bababa 


















1

1

0

1
)( 1 

nضوو چې اصلي اړیکه د فر: دویم پړاو k :لپاره صدق کوي، یننې 

. 1( ) . .
0 1

k k k k r r k
k k k k

a b a a b a b b
r k

        
             

       
 

)(د ورستۍ اړیکې دواړې خواوې له  ba  .سره ضر وو 

1( )( ) ( )
0 1

k k k k r r k
k k k k

a b a b a b a a b a b b
r k

 
        

                
          

             

1 1

1 2 1 1

0 1

0 1

k k k r r k

k k k r r k

k k k k
a a b a b ab

r k

k k k k
a b a b a b b

r k

  

   

       
            
       

       
            
       

 

           

1 .
0 0 1

k k
k k k

a a b
      

         
       

1.
1 1

k r r k k
k k k k k

a b ab b
r r k k k

 
            

                 
             

 

 پوه  و چې    
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
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 
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












 1

1

0

1

0
,

1

1 k

k

k
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r

k

r

k

r
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 په دې ډول

1 1 1 1
1 1 1 1

( )
0 1 1

k k k k r r k
k k k k

a b a a b a b b
r k

    
          

             
        

n په دې اساس دضیه د نو kلپاره هم س ي ده  

  د 1
3 3 2 2 3

3 3 3 3
( )

0 1 2 3
a b a a b a b b

       
           

       
aاړیکې دواړې خرواوې لره     b 

 سره ضرب او تنظیموو.

3 3 2 2 3
3 3 3 3

( )( ) ( )
0 1 2 3

a b a b a b a a b a b b
        

              
        
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 ې ځایهله د

4 4 3 2 2 3

3 2 2 3 4

3 3 3 3
( )

0 1 2 3
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0 1 2 3

a b a a b a b ab

a b a b a b b

       
           

       

       
          
       

 

 ورته  دونه له یوه  له سره جمع کوو:

4 4 3 2 2 3 4
3 3 3 3 3 3 3 3

( )
0 0 1 1 2 2 3 3

a b a a b a b a b b
                    

                            
                    

 

د
3 4

1
0 0

   
    

   
        ،

3 3 4

0 1 1

     
      

     
       ،

3 3 4

1 2 2

     
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     
    ،
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2 3 3

     
      

     
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3 4
1

3 4

   
    

   
 اړیکو په پام کې نیولو سره تر سه کوو چې: 

4 4 3 2 2 3 4
4 4 4 4 4

( )
0 1 2 3 4

a b a a b a b a b b
         

              
         

 

 2   
5

a b .ینوم ته انکشاف ورکړئ او د ضرایبو مجموس یې تر سه کړئ  

 د فورمول له مخې لیکو: 
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 او د ضرایبو مجموس پبار  ده له :

5
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           
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           
 

 د  ینوم سمبولیک ښودنه: د  ینوم انکشاف په سمبولیک ډول په  ندې تومه هم ښودل کی ي:
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د  ینوم فورمول په کارولو سره،  3 
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3 2p q .ته انکشاف ورکړئ 
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                     په دې اساس 
4 4 3 2 2 3 43 2 81 216 216 96 16p q p p q p q pq q      

baکه چ رې په اصرل  ینروم او یرا انکشرافي  الر  کرې یرې           1  وضرع 

 مي، تر سه کوو چې:
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n
n n n n n
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         
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         

 

د الف( 
nba )(   1د  دونو مم ر له انکشاف وروسته لهn .د سره مساوي کی ي  

2nپه انکشافي  ال  کې د پاسیني  ینوم د ضریبونو مجموس له  ب( 
 سره  را ر دی.  

متنا ر  دونه منځ لور ته له دواړو خواوو مساوي دي.د(  
 

 پدد سره مساوي دي. nانونو مجموس په هر یوه  د کې له د تو bو ا aد د(  

ام مودنی   د پبار  دی له  -kد هر ( 
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 په مم رنو کې، د  ینوم کارونې په  ندې تومه م ثر او مرود دي. 4

  2 31
0 1 2 2

n n
n n n n n

x x x x x
n

         
               

         
 

: د  ینوم فورمول په کارولو سره د مثا ل 5 20
2x       انکشافي  ال  څلرورم او مپاړلسرم  دونره

 تر سه کړئ.

 وښیو، نو لرو چې:  16Aاو مپاړلسم  د په  4Aکه څلورم  د په  

   
320 3 17 17

4

20 20 19 18
2 8 9120

3 3 2 1
A x x x   

      
  

 

   
1520 15 5 5

16

20 20 19 18 17 16
2 32768 508 035 072

15 5 4 3 2 1
A x x x     

     
    

 

4.1  

ټاکلو اپدادو څخه پبار  دی، چې هر یو پاسیني اپداد د  ، ...   1a ،2a،3a ، ... ،naله  –ترادف 

ام پنصررر دی. د یرروه  nد همرردې ترررادف  naلررومړی پنصررر او  1aیرراد ترررادف پناصررر مڼررل کیرر ي،  

 ترادف پناصر ک دای مي له یوه  ل سره منځقي او یا الجبري منځق ولري.

دف چې د پناصرو پددي دیم  یې په تدریجي تومه ډېر مي هر ه ه ترا تزاید و تنادص ترادف ها :

متزاید ترادف مڼرل کیر ي، او ه ره تررادف چرې د پناصررو مقردار یرې پره تردریجي تومره کرم مري د              

 متنادص ترادف په نامه یادی ي.

ه ه ترادفونه چې هر پنصر یرې د خپرل مخکینري پنصرر پواسرځه تنریفیر ي رجنري        ترادف رجنی . 

دې ډول ترادفونو کې لومړی پنصر او د هر پنصر تررمنځ او مخکینري پنصرر     ترادف  لل کی ي، په

 ترمنځ یې اړیکې  اید ټاکل موې وي.

ه ه ترادف چې د هر څنو په څنو پناصرو ترمنځ تفراو  یرې    -ترادف  سا ی ) تصاپد  سا ی (

dیو ثا     پدد وي، د  سا ي ترادف په نامه یادی ي، یننې  

 1 1 , 1 , 2 , 3 ,n n n na a d a a d n       

d  1پدد د مډ تفاضل اوa .د  سا ي ترادف لومړی پنصر  لل کی ي 

:                          د  سا ي ترادف اختیاري پنصر  dnaan 11  

:                            )وسځي( پنصر د  سا ي ترادف منجنی
2

11  
 nn

n

aa
a 

اختیراري    naو ا maد  سا ي ترادف دوو :  د دوو منلوم پناصرو په برینه د  سا ي ترادف ټاکل

 پناصرو لپاره لرو چې
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:                                             د طبیني اپدادو مجموس
( 1)
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
     

2:                                   د مسلسل جف  اپدادو مجموس 4 6 2 ( 1)n n n      

:                                                   مسلسل تاق اپداد
21 3 5 (2 1)n n      

هر ه ه ترادف چې د هر یوه څنو په څنرو پناصررو نسرب  یرې      ( :هندسي تصاپد)  هندسي ترادف

 یو ثا   پدد وي هندسي ترادف  لل کی ي یننې:
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r  1پدد مډ نسب  اوa .د همدې ترادف لومړی پنصر مڼل کی ي 

:                                      د هندسي ترادف اختیاري پنصر
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                     : د هندسي ترادف د پناصرو مجموس
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1                                :   هندسي سلسله
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 ترادف ته ه ه م ال هارمونیک وایي چې منکوس یې  سا ي ترادف راکړي. - هارمونیک ترادف

1    :  د هارمونیک ترادف منجنی پنصر 1

1 1 1 1

2( ) ( ) 2 1 1n n
n

n n n n n

a a
a

a a a a a

 

   
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 قیقرري اپرردادو  سررا ي، هندسرري او هارمونیررک     bو ا aد دوو . د اپرردادو اوسررځونه) منجنرري( 

 اوسا پبار  دی له:

ba
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H




.2
baG ،   هارمونیک اوسا .هندسي اوسا  ، 

2

ba
A


   سا ي اوسا  

   . , .i G AH ii H G A  د اپدادو د اوسځونو ترمنځ اړیکې : 

 د دپواوو ه ه پړاویز تحلیل چې له جز څخه کل تر سه کوي.: د ریاضي استقرء

:!فکتوریل :     1 2 3 , 1!: 1 , 0! : 1n n     

0ترکی  داسې چې kواn د:  ترکی د طبیني اپدادو  k n :وي، پبار  دی له 
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د الف(  
nba )(   1د  دونو مم ر له انکشاف وروسته لهn .د سره مساوي کی ي  

2nپه انکشافي  ال  کې د پاسیني  ینوم د ضریبونو مجموس له ب(  
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متنا ر  دونه منځ لور ته له دواړو خواوو مساوي دي.د(  
 

 پدد سره مساوي دي. nد توانونو مجموس په هر یوه  د کې له  bو ا aد د(  

ام مودنی   د پبار  دی له  -kد هر ( 
1)1(
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









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 څخه. 

4.9  

1-  
1

1



n
nn

na 1ترادف په پام کې ونیسئ اوa  ،5a 9و اa پناصر یې تر سه کړئ. 

 ډول ولیکئ. naادف ته په کتو سره ه ه په تر …,1,4,9,16,25 -2

3- 
n
n

na 12   ؟ولېمتنادص؟  که دیمتزاید ترادف 

4- n

n na 2 ؟ولې؟ ترادف متزادی دی 

  ندینئ کوم ترادف  سا ي ترادف دی. -5

...,14,10,5.....,13,19,25....,9,6,3. IIIIII 

1- k .پدد داسې وټاکئ چې  ندې ترادف  سا ي ترادف تر سه مي 

...,13,1,1  kkk 

 د  ندې ترادف اتلسم پنصر او د اتلسو پناصرو مجموس یې تر سه کړئ. -1

...,10,6,2 

 پناصرو مجموس یې تر سه کړئ 49 ندې ترادف نه څلویښتم پنصر او د  د -1
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...,2,4,10  

دی، د همدې ترادف ملم پنصر  77او دیارلسم پنصر یې  41د یوه  سا ي تصاپد اووم پنصر  -9

 تر سه کړئ.

په یوه  سا ي تصادپد کې  -11
1 7a  و

9 77a   .دی، یاد ترادف وټاکئ 

 کوم یو  ندیني ترادف هندسي ترادف دی؟ -11

1 1 4
4 16 3

. 4 , 8 ,16 , ... . 1, , , ... . 12 , 4 , , ...I II III  

12-  k ې وټاکئ چې  ندې ترادف هندسي ترادف په  س راکړي.پدد داس 

...,26,13,12  kkk 

 د  ندې هندسي ترادف اووم پنصر او د اوو پناصرو مجموس یې تر سه کړئ. -13

64
3

12 , 16 , , ... 

 پناصرو مجموس یې تر سه کړئ. 9د  ندې ترادف ن م پنصر او د  -14

...,9,6,4  

 د  ندې ترادفونو پنجم پنصر او د پنجو پناصرو مجموس یې تر سه کړئ. -15

,...3,2,1,43.  nnaI n 

 1
3

. 2 , 1, 2, 3, ...
n

nII a n  

4هندسي ترادف کې په یوه  -11 1a  او  
256
1

8 a  .دی. لسم پنصر یې تر سه کړئ 

1په یوه هندسي ترادف کې لومړی پنصر  -11 8a  یې  دی، مډ نسب  یې
2
3r  دی او د  لومړیو

پناصرو مجموس یې 
8

2059nS  ،دهnو اna .اپداد تر سه کړئ 

 له  ندې ترادفونو څخه  سا ي او هندسي تصاپدونه مشخص کړئ: -11

n

n

n

nn ecIIIbIIcnbaI  .,2.,. 

           

n

n

n

n eeVppdIV  .,0,)1(. 

) د  -19
3
)وا(  243و  1

3
و 1

32
27
 جوړه اپدادو هندسي وسا تر سه کړئ. (  

2وښیئ چې  -21 2
3 9

2 , ,  ترادف یو هندسي ترادف دی او ضمنا ملم پنصر یې تر سه کړئ. ,

 اپدادو هارمونیک اوسا تر سه کړئ.  4و ا 2د  -21

 اپدادو  سا ي، هندسي او هارمونیک وسا تر سه کړئ.  9و ا 4د  -22

د  -23 
2

1 1
3 3

1   .هندسي سلسلې مجموس تر سه کړئ 

د  -24 nna
2
1 ادف د ټولو پناصرو مجموس یې تر سه کړئ.هندسي تر 

 د  ندې هر یوې سلسلې مجموس تر سه کړئ: -25

. 24 12 6I    

. 25 20 16II    
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. 0.6 0.06 0.006III    

21- 0.0 123 123 123x         متوالي کسر د یوې هندسي سلسرلې پره تومره پره پرام کرې

 ونیسئ او ه ه په پام کسر واړوئ. 

  ندې را ځې په استقراء طریقه ثبو  کړئ. -21

2 2 2 2 21
. 1 3 5 (2 1) (4 1)

3
I n n n      

3 3 3 3 2 21
4

. 1 2 3 ( 1)II n n n      

( 1) ( 1)
. 1 2 2 3 3 4 ( 1)

3

n n n
III n n

 
          

21- 5(3 2 )x y .ینوم ته انکشاف ورکړئ  

)(15 د -29 yx  سه کړئ. ینوم اووم پنصر تر   

 د -31 14

14
2

2x
x
  ینوم داسې یو  د تر سه کړئ چې 

4x .وي 

 د  -31 
18

1u  .ینوم پنجم او دوولسم  دونه وټاکئ  
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کرال کرې د  یری نریع لخروا د ریاضري ځینرو مفراهیمو لره           1191د تا ع مف وم د لومړي ځل لپاره پره  

ې د متحولینو لره تحلیرل څخره د ترا ع     کال ک 1111تنمیم سره یو ځای مځر  مو، یوهاع  رنولي په 

اصځلا  وکاروله، اویلر 1707 1783  د منحني مانو د ځانګړنو په مځالنه کې f x  سمبول

کال کې د تا ع مف وم پملا وکارولو، دیریکله 1134وکارولو، کلیرو په  1805 1859  د تا ع د

تنریرف او دیمر  نرا یې مځرر  کررړې. نرن د ریاضري ډېرر مرم ر پمررده مبا رث لکره لیمر ، مشررتق،            

رال، تقاضلي منادلې، محاسبوي میتودونه او داسې نور د ترا ع د تحرول او ځرانګړنو پرمبنرا     انتګ

راڅرمندی ي. د فزیک دواپد او طبیني  وادث د تا ع په مرسته توضریح او تشرریح کیر ي. پره دې     

 څپرکي کې تا ع او پمومي ځانګړنې یې په لنډه تومه پ ژندل کی ي.

5.1    

پنصر تره یرو او یروازې     xڅخه هر  Xتا ع ه ه را ځه ده چې له  fسیګ ته  Y سیګ څخه Xله 

تره د   xته مر وط متحرول وایري،    yته خپلوا  متحول او  xڅخه مر وط مي،  Yیو  پنصر له 

f  تا ع په برینه دy :انجور وایي او لیکي 

 

:f X Y

x y f x



 
 

 سه ک  ي، کوم سیټونه چې له یادې اړیکې څخه تر  yد او(  domain) د تنریف نا یه  Xدلته 

 تا ع دیمتونو سیګ اوتنریف نا یه پبار  دله له: fنوم  ي. د(renge)تا ع دیمتونو سیګ fد

 : ( ) ,fD x X y f x y Y    

 : ( ) ,f fR y Y y f x x D    

تا ع دیمتونو سیګ په fد ff D ې، ینن هم لیکي 

 f fR f D 

 Y     وسرریګ ترره د تررا ع د دیمترر ( نا یررهcodomain  وایرري، ښررکاره ده چررې )fR Y  تررا ع پرره .

X یلا یلو مکلونو لکره د   Y      مج ولره منرادلې او یرا    پناصررو د سریګ، جردول، فورمرول، دوه

 مراف په تومه ښودل ک  ي. په دې مبحث کې تا ع مانې د  قیقي اپدادو سیګ کې مځر  کی ي.

کله چې تا ع د فورمول په برینه ښرودل کیر ي، د تنریرف نا یره یرې ه ره اپرداد دي چرې د ځرای پره           

طبیني  ال   البته د توا نو د تنریف نا یې کولی مو د مکل(  5.1)ځای ک دو وړتیا پکې ولري

 څخه هم محدود په پام کې ونیسو خو ډیر وخ  د اپدادو له انتروالونو استفاده کی ي.
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 مکل 5.1

د 1  22f x x x  تررا ع پرره پررام کررې نیولررو سررره ، 1f  ، 0f  ، 2f  ، f   ،

 f x h وا
   f x h f x

h

 
0h اپداد داسې  ال کې چې    .وي، ومم رئ 

           

     

         

2 2

2 2

2 2 2

2 2

1 2 1 1 3 , 0 2 0 0 0

2 2 2 2 6 , 2

2 2 2

2 4 2

f f

f f

f x h x h x h x xh h x h

x xh h x h

  

        

    

         

    

 

ورمول په تومه راکړل موې وي، ه ه اپرداد  که تا ع د ف 

یې په تنریف نا یه کې یې مامل نه دي، چې منمولي پملیې ورتره د منلرو وړ نره وي، لکره څرنګره      

چې د کسر مخرد صفر ک دای نشي، منفي پدد جف  مرتبره جررر نلرري او یرا د غیرر مثبر  اپردادو        

کل د مراف لره ددیرق رسرم وروسرته ټاکرل      لپاره لومارتم نه مځر  کی ي. د تا ع د دیمتونو نا یې ټا

 کی ي او د مراف رسمول هم ږسانه کار نه دی. 

  ندې جدول کې څلور تا ع مانې د اړونده تنریف او دیم  نا یو سره یې ځانګړي موي:  2

fR fD  y f x 

 0 ,1  1 , 1 21y x  

   , 0 0 ,      , 0 0 ,   
1
xy  

0 ,  0 ,  y x 

0 ,   , 4 4y x  

 د  3  4
2 6
x
xf x 
 .تا ع د تنریف نا یه وټاکئ 

3xښکاري چې د    پدد د 3په دې اساس ،د تا ع مخرد صفر کی ي لپارهf  تا ع په تنریرف

ې، ینن نا یه کې مامل نه دی \ 3fD  دی. 
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 د  4  5g x x .د تنریف نا یه وټاکئ 

5xڅخه وړو اپدادو لپاره  5له دې چې ټولو له         افاده منفي دیم  اخلري او جررر نلرري، پره

دې اساس د تنریف نا یه یې پبار  ده له  5 ,gD   .څخه 

په دایم مختصاتو کې د مسرتوي نقځرو     ,x y    سریګ چرې( )y f x    اړیکره صردق

کوي، د  f x           تا ع له مراف څخه پبرار  ده، پره  رل پبرار  د ترا ع مرراف ه ره منحنري دی چرې د

( )y f x :منادلې په مرسته ټاکل کی ي، یننې 

      , : , fG f x y y f x x D   

دوه مج وله منادله یوه تا ع ښیي که چ رې هر پمودي خا اړونده مراف پره   د پمودي خا منیار:

 وه نقځه کې دځع کړي.ی

ږیا   5
2 2 9x y  ؟منادله یوه تا ع ده 

3rد دې منادلې مراف ه ه دایره ده چې مناس یې     وي او هر پمودي خا چېx  محور په

 3 , 3            انتروال کې دځع کړي په  قیقر  کرې دایرره پره دوو نقځرو کرې دځرع کروي، پره دې اسراس

 یادې منادلې ته تا ع نه وایي.

 د  1
2y x ؟کړئ او ووایئ چې یوه تا ع ده کنه مراف رسم 

 د تا ع دیم  په څو ټاکلو اپردادو کرې ټراکو، غوښرتل مروی مرراف پره  نردې تومره رسرمی ي           

  مکل(  5.2)

 

 مکل 5.2

محور سره هر موازي خا یاد مرراف یروازې او یروازې پره یروه نقځره کرې دځرع          yلیدل کی ي چې له 

  ع پورې اړوند دی.کوي، نو ویلی مو چې دغه مراف په یوې تا

cxfyیو  قیقي پدد وي په دې صرور  کرې    cیوه تا ع او  fد تا ع مراف ل  دول: که چ رې   )( 

xfy)(مرررراف د     ( ،0مرررراف پمرررودي ل ررر د دیc    0پررراس لرررور تررره اوc     .)نررردې لرررور تررره 

)( cxfy   مراف د)(xfy  ( 0مراف افقي ل  د دیc  0کیڼ لور ته اوc .)ښي لور ته 
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1  
2xy  22، تا ع په پام کې نیسو  xy و ا 2

2 xy رافونه ورسره پرتله کړئ.م 

د   2f x x      ترررررررررا ع پررررررررره پرررررررررام کرررررررررې نیولوسرررررررررره 2 2 2y x f x    وا

   2
2 2y x f x    22 پررره دې اسررراس، کیررر ي  xy  2دxy  مرررکل(  5.4) مرررراف

و پمودي ل  د ا 2
2 xy مکل( 5.3)یې افقي ل  د دی.  

 
 مکل 5.4مکل                             5.3

5.2     

ا نررو الجبررري پملیررې، د توا نررو جفرر  او ترراق والرری، د   نررو مسرراوا ، د تواپرره دې  رخرره کررې د تو

 توا نو تزاید او تنادص او د توا نو یو په یو والی تر څ ړنې  ندې نیول کی ي.

تررا ع مسرراوي  لررل ک رر ي کرره یرروازې او یرروازې  نرردې مرررایا   gوا fوېد 

 رېښتیني کړي.

fېینن وي وي،د تنریف نا یې یې له یوه  ل سره مسا.  لومړی gD D 

، لپارهx له تنریف نا یې څخه د هر.  یمدو   f x g x .وي 

ږیا  1  2 1f x x  وا  
4

2

1

1

x
g x

x





 ؟توا ع له یوه  ل سره مساوي دي 

واضح ښکاري چې 
f g

D D ، له  ل پلوه 

 
  

 
2 24

2

2 2

1 11
1

1 1

x xx
g x x f x

x x

 
    

 
 

fې، ینن توا ع له یوه  ل سره مساوي دي gوا f په دې اساس g . 

ږیا  2  1f x x  وا 
2 1

1

x
g x

x





 ؟توا ع له یوه  ل سره مساوي دي 

چررې لیرردل کیرر ي 
fD  وا \ 1gD ې د دې دوو د تنریررف نررا یې لرره یرروه  لرره سررره   یننرر

  مساوي نه دي، داسې  ال کې چې:
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 
  

 
2 1 11

1 ,
1 1

g

x xx
g x x f x x D

x x

 
      

 
 

یرې  و تقسریم  ا، جمرع ، تفریرق ، ضررب    وې تا ع مانې ويدgوا fکه چ رې 

 :په  ندې تومه تنریفی ي

      

      

      

    

. ,

. ,

. ,

. , ,

f g f g

f g f g

fg f g

cf f

i f g x f x g x D D D

ii f g x f x g x D D D

iii fg x f x g x D D D

iv c f x c f x c D D





    

    

  

  

 

  0:  xgDx g 
 

 
  . , \ : 0f

g
f g g

f xf
v x D D D x D g x

g g x

 
     

 
 

3   
1

2
f x

x



 وا  

1

1
g x

x



f، توا ع په پام کې نیسرو   g ، f g ،fg وا 

f
g .توا ع د اړوند تنریف نا یو سره یې وټاکی  

 لیدل کی ي چې  \ 2fD  و ا 1,fD   وا   1, 2 2 ,f gD D   . 

f پرررررره دې اسرررررراس د  g،f g  ،fg واf
g     توا نررررررو د تنریررررررف نررررررا یې پبررررررار  دي لرررررره

   1, 2 2 ,  .څخه 

      

      

      
 

 
 

 

1 1

2 1

1 1

2 1

1

2 1

1

2

f g x f x g x
x x

f g x f x g x
x x

fg x f x g x
x x

f xf x
x

g g x x

    
 

    
 

 
 

  
  

 

 

) کررره چ ررررې  4 ) 2 1f x x  و ا  2 1g x x راکرررړل مررروې وي  ،  4 f g x وا

  5 fg x .توا ع وټاکئ 

 

          

         

2 2

2 3 2

. 4 4 4 4 2 1 4 1 4 8

. 5 5 5 1 2 1 10 5 10 5

i f g x f x g x x x x x

ii fg x f x g x x x x x x

        

       
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f ه چ رې له تا ع ته جف  تا ع ویل کی ي کfD    څخره هررx    ،پردد ترهx   پردد

)اړوند وي او  fDهم د  ) ( )f x f x   مرط صدق کړي. د y f x   جف  تا ع مراف نظررy 

 محور ته متنا ر دی.

f نامه یادی ي که چ رې له ه تا ع د تاق تا ع پfD ،  څخهx  پدد لپارهx  پدد هم دfD  اړوند

)وي او  ) ( )f x f x   مرط صدق کړي. د y f x .تاق تا ع مراف نظر مبدا ته متنا ر دی 

5  
2( ) 3f x xځکه چې، تا ع جف  ده  ,fD    

2 2( ) 3( ) 3 ( )f x x x f x     

  3 9g x x x تاق ده، ځکه چې ,gD    

         
3 39 9g x x x x x g x          

1  u x x تا ع جف  او 
1

( )v x
x

 ځکه چې:. تا ع تاق ده 

   u x x x u x     

 

1 1
( ) ( )v x v x

x x
     


 

 ؟تا ع جف  ده که تاقfg،  توا ع تاق وي gو اfکه چ رې  1

( )( ) ( ) ( ) [ ( )][ ( )] ( ) ( ) ( )( )fg x f x g x f x g x f x g x fg x         

 تا ع جف  ده.fgپه دې اساس

وه مناس  انتروال کې، کولی مو د هر دوه مج وله منادله په ی 

یوې تا ع په تومه په پام کې ونیسو، پره ځینرو دوه مج ولره منرادلو کرې، ممکرن یرو لره متحولینرو          

وا x څخه د دویم متحول له جنسه وښودل مي، خو په پمومي تومره دا امکراع مرتوع نلرري. کره د      

y   په یوه دوه مج وله منادله کېy  متحول دx    له جنسره پره y f x  وښرودل مري،    الر  

ه ه ته صریح تا ع وایي، خو ه ه توا ع چې د یوې منادلې پواسرځه پره صرریح  الر  نره وي ښرودل       

 موې او یا ونه ښودل مي، ه ه تا ع ته ضمني)غیر صریح( تا ع وایی.

1  
2 2 9x y  منادله د کوم ډول تا ع په تومه په پام کې نیول کی ي؟  

خو په ټاکلو انتروالونو کرې ک ردای مري د یروې     ، ه ښیيدغه منادله په پمومي تومه یوه دایر 

 xو یاضمني تا ع دی ا x د yپه دې اساس، دایرې یوه  رخه د یوې تا ع په تومه په پام کې ونیسو

 ضمني تا ع مڼل کی ي. دغه منادله کولی مو د دوو yد
29y x  وا

29y x    صریح

 و نیم  ندینئ دایره ده.محور نیم پاسینئ ا xتوا نو په تومه وښیو چې اړونده مرافونه یې د 
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9  
2 2 8 0x y xy    ؟را ځه د کوم ډول تا ع په تومه په پام کې نیولی مو 

کولی مرو د   yله دې را ځې څخه نشو کولی یو متحول د دویم له جنسه یې وښودل مي، خو  

x  متحول ضمني تا ع په تومه په پام کې ونیول مي، یننې پاسینئ تا ع په صریح  ال  کې نشي

 دای.ارائه ک 

0axله  11 by c   را ځې څخهy متحول دx له جنسه د صریح تا ع په تومه وښیئ. 

10 c
b b

ax by c by ax c y x           

1په دې اساس د دې تا ع صریح  ال  c
b b

y x    دی. 

په یوه   y f x   تا ع کې ممکن چرې x t و ا y t    متحرول

متر او د تره پرارا   tمتحول د تا ع په تومه راکړل مروي وي، پره دې صرور  کرې      tهر یو د یوه دریم 

 تا ع دې  ال  ته د تا ع پارامتریک  ال  وایي.

5cosxږیا   11 t 5وsiny t   پارامتریک تا ع کرولی مرو د دووx واy   متحولینرو د

 ضمني یا صریح  ال  تا ع په تومه وښیو. 

     2 22 2 2 25cos 5sin 25 cos sin 25x y t t t t      

له په دې اساس د دې تا ع ضمني  ال 
2 2 25x y   .څخه پبار  دی 

f 1ل کې ددیقا متزایده ده، که چ ررې لره   تا ع په یوه انتروا 2( ) ( )f x f x 

ځانګړتیا څخه، د همدې انترواله د هر 
1

x و ا
2

x  لپاره
1 2

x x او  مکل( 5.1)مرط تر سه مي

f      تا ع په یوه انتروال کې ددیقرا متنرادص ده کره لره
1 2

x x     څخره د یراد انترروال
1

x و ا
2

x    تره

1 2( ) ( )f x f x مکل( 5.5)مرط تر سه مي 

 
 مکل 5.1                       مکل                                5.5

 : د  ندې توا نو تزاید او تنادص وټاکئ  12

. ( ) 2 3 , . ( ) 2 1i f x x ii g x x     
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1 2 1 2 1 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

. ( ) ( ) 2 3 2 3 2 2

. ( ) ( ) 2 1 2 1 2 2

i f x f x x x x x x x

ii g x g x x x x x x x

        

           
 

) په دې اساس ) 2 3f x x  او تا ع متزاید ( ) 2 1g x x   .تا ع متنادص ده 

تررا ع، یرو پرره یرو تررا ع   f د  One to one function   کره چ رررې لرره ، مڼرل کیرر ي 

1 2( ) ( )f x f x  1، تساوي څخه 2x x:تساوي تر سه مي، یننې 

1 2 1 2( ) ( )f x f x x x   

1                    ویاا 2 1 2( ) ( )f x f x x x   

  تا ع پنامه هم یادی ي.Injectiveیو په یو تا ع د

 13   32 1f x x  و ا. تا ع یو په یو ده  2 8g x x  :تا ع یو په یو نه ده ځکه چې 

    3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1f x f x x x x x x x         

    2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 28 8g x g x x x x x x x          

 د ساري په تومه   2 12 2g g  . 

محرور سرره هرر مروازي مسرتقیم خرا ترا ع         xکه چ رې یوه تا ع یو په یرو وي لره    

 یوازې په یوه نقځه کې دځع کوي.

5.3   

 کې تا ع مانې د  یلګې په تومه راوړل کی ي. څخه په دلته څو له

  f x c تا ع داسې  ال کې چېc د تنریرف   ،ثا ر  ترا ع یرادی ي   ،  یو ثا   پدد وي

نا یه یې  قیقي اپداد او د دیمتونو سیګ یې یو پنصر یننې  fR a      دی. دغه ترا ع یرو پره یرو

 مکل(. 5.1)محور سره موازي مستقیم خا دی xنه ده. د ثا   تا ع مراف د 

 

 مکل 5.1

د خځرري تررا ع پمررومي  الرر    f x mx b   دی، داسررې  ررال کررې چررېm واb    ثا رر

اپداد دي، د تنریف نا یره او د دیمتونرو سریګ یرې پبرار  دی د  قیقري اپردادو لره سریګ څخره خځري            

تا ع یو په یو هم ده. د ساري په تومه د   1
2

1f x x  مکل(. 5.1)لري تا ع مراف  ندې مکل   
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 مکل 5.1

د طاد  تا ع  , f x x    مکل لري، د طاد  تا ع د تنریف نا یه د    په

پررام کررې نیولررو سررره  یلا یررل  ررا   لررري او  یلګررې یررې پبررار  دي لرره         
2y x ،

1

2y x  ،

3y x  وا
3

4y x


 .څخه 

 دغه تا ع پبار  ده له  

 
, 0

, 0

x x
f x x

x x


  

 
 

 مکل( . 5.9)مامل نه دي، نو یو په یو نه دهمنفي اپداد یې د دیمتونو په سیګ کې ، څخه

 

 مکل 5.9

نمائي تا ع پبار  ده له   xf x a     0څخه داسرې  رال کرې چرېa  0و ا 1a   پره

  کې یو په یو ده

 , 0 ,f fD R   

د  2xf x  وا   1
2

x
f x     توا نررو مرافونرره د   لګررې پرره تومرره پرره  نرردې ډول ښررودل کیرر ي 

 مکل(. 5.11)
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 مکل 5.11

پردد لپراره ترر ټولرو      xپبار  له ه ه تا ع څخه ده چې د هر  

 xسمبول ښیي. له دې چې هر   xسره مساوي یا ترې ووړ مر وطه کی ي او په  xستر تام پدد د 

1تررام پرردد هررم موجررود دی داسررې چررې  n قیقرري پرردد ترره  nxn پرره دې مررکل( 5.11)وي ،

 اساس یاده تا ع پبار  ده له:

  , 1f x x n n x n     

 د   لګې په تومه

   2.98 2.98 3 , 0.6 0.6 1f f          

   0.79 0.79 0 , 3.8897 3.8897 3f f    

 
 مکل 5.12

  



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 93

1   
10 0.5

10

x
f x


   ترررا ع پررره پرررام کرررې نیسرررو  ، 6f  ، 1.8f  ، 4.582f وا

 2.68f  .یې مم رو 

      

 

 
 

10 6 0.5 60.5 60
6 6

10 10 10

10 1.8 0.5 18.5 18
1.8 1.8

10 10 10

f

f

 
   


   

 
 

 
 

10 4.582 0.5 46.32 46
4.582 4.6

10 10 10

10 2.68 0.5 26.3 27
2.68 2.7

10 10 10

f

f


   

   
     

 

دغه تا ع په  یلا یلو انتروالونو کې د څو تا ع مانو له نښلیدو څخه تر سره   

 .مکل( 5.13)کی ي او یوه   لګې یې په  ندې ډول ده

1 , 1

( ) , 1 2

2 , 2

x

f x x x

x

  


   
 

 

 

 مکل 5.13

لکرررره څرنګرررره چررررې 5 1f      ، 2 2f  ، 1.86 1.86f   ، 3 2f  وا 8.1 2f   

 .دی

، 0او  1، هرر منفري   1پبار  له ه ه تا ع څخه پبار  ده هر مثب    

 ته اړوند مي یننې  0

 
















01

00

01

x

x

x

xsign 

لکه 8.23 1sign ، 7.52 1sign   ، 24 1sign ، 6 1sign    وا 0 0sign  
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5.4    

  توا نو ترکی  د تنریف سره سم پبار  دی له: gو ا f د 

     ( )( ) , ( )( )f g x f g x g f x g f x  

  یې یې په  ندې تومه ټاکل کی ي:داسې  ال کې چې د تنریف نا

     : , :f g g f g f f gD x D g x D D x D f x D      

f g واg f نومی ي.تا ع تا ع( د )توا ع، مرک  توا ع 

g f   تررا ع د تنریررف وړ ده کرره چ رررې
f gR D .پرره همرردې تومرره    ويf g   تررا ع تنریررف

کله چې ک دای مي
g fR D .وي 

1   2f x x و ا( ) 1g x x    ،توا رررع راکرررړل مررروي  f g x و ا  g f x

 توا ع تر سه کوو.

             
  2( )( ) ( ) 1 ( ) 1g f x g f x f x x     

  2 2( )( ) ( ) [ ( )] [ 1 ] 1f g x f g x g x x x      

 د  2 
2( ) 1f x x  وا  2g x x لپرراره،f g ،g f،f f واg g  توا ررع، د

  تنریف نا یو په نه پام کې نیولو سره ولیکئ.

                 
2 2 2( )( ) ( ( )) ( ( )) 1 (2 ) 1 4 1f g x f g x g x x x       

               
2 2( )( ) ( ( )) 2 ( ) 2( 1) 2 2g f x g f x f x x x          

                 2 2 2 4g g x g g x g x x x    

2 2 2 4 2( )( ) ( ( )) ( ( )) 1 ( 1) 1 2 2f f x f f x f x x x x        
 

                
2 2( )(3) 4 3 1 37 , ( )(2) 2 2 2 10f g g f        

            
  4 2( )(0) 0 2 0 2 2 , 8 4 8 32f f g g        

) د دوو  3 ) 3 1f x x  1و ا
3

( ) xg x  توا نو لپارهf g وg f .ولیکئ 

 
1

( )( ) ( ) 3 ( ) 1 3 1 1 1
3

x
f g x f g x g x x x


          

  f g x x  

( ) 1 3 1 1 3
( )( ) [ ( )]

3 3 3

f x x x
g f x g f x x

  
     

( )( )g f x x  
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او د دیمتونو سیګ  Xتنریف نا یه یې داسې یو په یو تا ع وي چې د  fکه چ رې    

تررا ع  fیررې د دیمتونررو سرریګ دی، د   Xیررې د تنریررف نا یرره او   Yتررا ع چررې  gوي، نررو  Yیررې 

 منکوس نومی ي، که 

     

     

f g x f g x x x Y

g f x g f x x x X

   

   
 

 gوا fیو په یو منکوس تا ع موجروده ده. منمرو  وایري    gیو په یو تا ع لپاره، یوازې یوه  fد 

 ې را ځې موجودې دي.توا ع د یوه  ل منکوس دي، د دوی ترمنځ  ند

   y f x x g y   

   او منمو  لیکو
1 1: , :f g g f   

                                               واضح ده چې
1( ) ( )y f x x f y   

1                                              په دې اساس 1,f ff f
D R D R   

 یننې په منکوس توا نو کې د تنریف نا یې او د دیمتونو سیګ له یوه  ل سره تنویض ک دای مي.

) ېوښیئ چ  4 ) 2 3f x x   و ا
3

2
( ) xg x  توا ع د یوه  ل منکوس دي: 

  
3

( )( ) 2 ( ) 3 2 3 3 3 ( )( )
2

x
f g x f g x g x x x f g x x


            

  
( ) 3 (2 3) 3 2

( )( ) ( )( )
2 2 2

f x x x
g f x g f x x g f x x

  
       

هر تا ع منکوس نلري، ه ه توا ع منکوس لرري چرې یرو پره یرو وي، کره         

1f 
تا ع منکوس وي، د  fد  

1( )y f x  لپاره
1f 

 تا ع له  ندې را ځې څخه ڼاکل کی ي. 

( )f y x 

کولی مو په یو په یو ترا ع یرې   ممکن یوه تا ع یو په یو نه وي، د تنریف نا یې په محدولو سره یې 

 واړوو او منکوس تا ع یې په ټاکل موې نا یه کې تر سه کړو.

 د  5
3( ) 2 4f x x  .تا ع منکوس تر سه کړئ 

3 3 3 4
( ) 2 4 2 4

2

x
f y x y x y x y


        

 

13 3
4 4

( ) .
2 2

x x
y f x 
   

  د  1
9
5

( ) 32g x x  .تا ع منکوس وټاکئ 

فرضوو چې  1y g x د g x تا ع منکوس وي، نو 
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  19 5 5
32 ( 32) ( ) ( 32)

5 9 9
g y x y x y x g x x          

 د  1
3( ) 1f x x  تا ع منکوس تر سه کړئ 

 که 
1f 

 ي، نوتا ع منکوس وf د 

        
3

1 1 1 1f f x x f f x x f x x        

                              
    

3
1 1 31 1f x x f x x      

 
 

 د  1  2g x x .تا ع منکوس، د تنریف نا یې په محدود کولو سره تر سه کړئ  

دغه تا ع په پمومي تومه یو په یو نه ده، نو ځکه منکوس هم نه ده، خو که تنریرف نا یره یرې     

ا یوازې مثب  یا منفي اپداد وټاکرل مري،  یرا نرو منکروس لرري او فرضر        1y g x  د g x 

 تا ع منکوس ده، نو

   2 1g y x y x y x g x x       

)1 د  9   )
x

h x  .تا ع منکوس تر سه کړئ 

   11 1 1
h y x x y h x

y x x

       

و ا hلیدل کی ي چې دلته
1h  

 په یوه  ل منځبق دي.

yه ه توا ع چې د یوه  ل منکوس وي، مرافونره یرې نظرر     : x    مسرتقیم تره

 مکل(. 5.14)نا ر ديمت

 

 مکل 5.14

د 11  2 3f x x  وا تا ع منکوس تر سه کړئ y f xوا 1y f x.مرافونه رسم کړئ 

   2 3f x x   تا ع په پمومي تومه یو په یو نه ده او په دې اساس منکوس نلري، خو که د

تنریرف نا یرره یررې   3 ,fD       پرره پررام کرې ونیسررو، یررو پرره یررو  الر  غرروره کرروي او ه رره م ررال

 ندې تومه تر سه کی ي:منکوس هم لري چې  په  
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  2 23 3 3f y x y x y x y x          

په دې اساس 1 3f x x   مکل( . 5.15)غوښتل موي مرافونه پبار  دي له. ده 

 

 مکل 5.14

5.1   

پنصر تره یرو او یروازې     xڅخه هر  Xتا ع ه ه را ځه ده چې له  fسیګ ته  Yسیګ څخه  Xله 

تره د   xول وایري،  ته مر وط متحر  yته خپلوا  متحول او  xڅخه مر وط مي،  Yیو  پنصر له 

f  تا ع په برینه دy :انجور وایي او لیکي 

:             تا ع د تنریف نا یه  f د   : ( ) ,f fD f D x X y f x y Y      

                        تا ع د دیمتونو سیګ: fد : ( ) ,f fR y Y y f x x D     

:                تا ع مراف f د      , : ,f f fG f D R x y y f x x D     

راف دوه مج وله منادله یوه تا ع ښیي، که چ رې هر پمرودي خرا اړونرده مر    :  د پمودي خا منیار

 یې په یوه نقځه کې دځع کړي.

cxfy:   د تا ع د مراف لی دول  xfy)(مراف د)(  .مراف پمودي لی د دی 

:               توا نو مساوي والی gواf د   f gf g D D f x g x     

::                                   جف  تا ع ( ) ( )fx D f x f x    

::                                   تاق تا ع ( ) ( )fx D f x f x     

متحول یې د خپلوا  متحول له جنسه لکره  ه ه تا ع چې اړوند :  صریح)ښکاره( تا ع  y f x 

 ارائه موی وي.
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ه رره تررا ع چرې اړونررد متحررول، د خپلرروا  متحرول لرره جنسرره لکرره    : ضرمني تررا ع  y f x  نرره وي

 ښودل موی.

.  د تا ع پارامتریک  ال  y f x تا ع چې پکې  x t و ا y t .راکړل موي وي 

:       متزاید تا ع   1 2 1 2x x f x f x   

:    متنادص تا ع   1 2 1 2x x f x f x   

):  یو په یو تا ع ) ( ) ( ) ( )f x f y x y f x f y x y           

محور سره موازي مستقیم خا د یو په یو تا ع مراف یوازې پره یروه نقځره     xد : افقي خا منیارد  

 کې دځع کوي.

: تا ع  ثا   تا ع f x c  

:  خځي تا ع   f x mx b     اس 

:  د طاد  تا ع , f x x    

:  د مځلقه دیم  تا ع f x x 

:  نمائي تا ع  xf x a ،0a   0و 1a   

( :  سیګنال تا ع) د امارې تا ع 
















01

00

01

x

x

x

xsign 

g : و  f د توا نو ترکی      ( )( ) , ( )( )f g x f g x g f x g f x   

:  منکوس تا ع
1( ) ( )y f x x f y   

:   د منکوس توا نو تر سه کول  1y f x له( )f y x  .را ځې څخه تر سه کی ي 

yه ه توا ع چې د یوه  ل منکوس دي مرافونه یې نظر  د منکوس توا نو مراف: x  مستقیم ته

 متنا ر دي.

5.1  

 د  ندې را ځو مراف نظر دایم مختصاتو ته یې وټاکئ. .1

. 3 , . , . 2 1i y ii y x iii y x    

2. (0)f ،(1)f  ، ( )f a و ا( )f a b دیمتونه په ( ) 2 1f x x  .تا ع کې تر سه کړئ 

3. 1( ) 2
x

g x x  تا ع په پام کې ونیسئ g(1)  ، 1
2

g  ،g(a)  و ا 1
a

g .ولیکئ 

4.  
h

xfhxf )()( 
 مقدار په  ندې توا نو کې تر سه کړئ. 

1. ( ) 8 , . ( ) , . ( )
x

i f x ii f x iii f x x   
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 د  ندې توا نو د تنریف نا یې وټاکئ. .5

4 1 2
( ) , ( ) 3 , ( ) 3 1

1
f x x g x x v x x

x x x
      


 

1 .32)(  xxf وا  23 1g x x     توا ع په پرام کرې ونیسرئ gf ،gf ،fgو ا
g

f
یرې   

 تر سه کړئ.

1. n

n xf  123 جف  او تاق والی یې د تا ع په پام کې نیسو ,, fff4وf    توا نو لپاره تشرخیص

 .کړئ

 جف  او تاق توادع په  ندو  یلګو کې وټاکئ. .1

     4 2 3. 4 3 , . , .
x

x
i f x x x ii g x x x iii h x     

 ثبو  کړئ چې  ندې توا ع یو په یو دي..   9

3. ( ) 4 7 , . ( ) , . ( ) 1i f x x ii g x x iii h x x     

)2 د. 11 ) 3 1f x x  4و ا 1
3

( ) xg x  توا نو په پام کې نیولو سره ،f g ،g f  ،f f  ،

g g.توا ع تر سه کړئ 

11. 9
5

( ) 32f x x  و ا 5
9

( ) 32g x x پره پرام کرې نیسرو،     ، توا عf g ،g f ،  توا رع

 یې تر سه کوو.

 که چ ررې . 12
24

16
)(

x
xf


 1و ا)(  xxg وي، ( )(2)f g،( )(0)g f ،( )(1)f g 

( )(2)f g  وا( )(1)g f  .اپداد د موجودی  په صور  کې یې تر سه کړئ 

 د  ندې توا نو منکوس که چ رې موجود وي نو تر سه یې کړئ.. 13

3. ( ) 4 3 , . ( ) 2 11 , . ( )i f x x ii g x x iii h x x    

1 5
. ( ) 5 , . ( ) , . ( ) ( 32)

1 9
iv k x v u x vi v x x

x
   


 

2 د. 14 3y x     تا ع مراف رسم کړي، د ه ه په مرسته د یادې تا ع د منکوس ترا ع مرراف رسرم

  کړئ.

که چ رې. 15 f x  تا ع په ,a a  0انتروال کرې دa    وښریئ چرې  ،  تنریرف مروې وي  لپراره

 
   

2

f x f x
g x

 
  وا تا ع جف 

   

2

f x f x
h x

 
 تا ع تاق ده. 
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د پولینومونررو نظریرره د ریاضرریاتو م ررم مبحررث دی چررې د مخررتلا اپرردادو پرره چوکررا  کررې جررالبې  

دضیې او دواپد لري. په دې څپرکري کرې پولینرومي توا رع او ځینرې ځانګړتیراوې یرې پره لنرډ ډول          

 کی ي.لوستل 

1.1    

  یو طبیني پدد وي، په دې صور  کې n یو  قیقي پدد او x که چ رې

n

n عه دف

x xxx x 

 وایي. ) نما ( ته تواعnو ا(   نسګ)  ته داپدهx دلته ، (n په تواع دx ویل کی ي چې)

  قیقي اپدادو لپاره  ندې دواپد صدق کوي: yو  xطبیني اپدادو او nو  m د 

         

 

 

.0,.5

,.4,.3

.2,.1


















y
y

x

y

x

nmx
x

x
yxxy

xxxxx

n

nn

nm

n

m
nnn

mnnmnmnm

 

 هره  پاسینۍ اړیکهر په ترتی  سره د  ندې ټاکلو   لګو پواسځه توضیح ک دای مي.

  

   

 

3 5 8 3 5

3
2 2 2 2 6 2.3

1.

2. ( )( )( )

x x xxx xxxxx xxxxxxxx x x

x x x x xx xx xx xxxxxx x x

   

    
 

    

        

385

3

8

333

.4

.3





xxxxxxx
xxx

xxxxxxxx

x

x

yxyyyxxxxyxyxyxy

 

                    

..5
4

44

y

x

yyyy

xxxx

x

x

y

x

y

x

y

x

y

x










































 

دا موضوس په ن م څپرکي کې په پراخه تومه تر  حث  ندې نیسو. دلته د اپدادو د طبیني توانونو 

 .داپدو پ ژندل یوازې د پولینومونو د ضرب او تقسیم ږسانه کول دي

 :پولینوم  xP  (پولینومي تا عپولینوم)  ده له پبار 

  1 2

1 2 1 0

n n

n nP x a x a x a x a x a

      
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012 داسې چې  ,, aaa 0واna  قیقي اپداد وي  . n 0، درجره  تام غیر منفي پدد تهa     تره ثا ر

na  د  ته د  xP.پولینوم موجه ضری  وایي  

 P x ax b    ې دیننر  لومړی درجه پولینوم یوه خځري ترا ع دهbaxy      مرراف یرو مسرتقیم

 ځر  موي دي او دلته یې له تکراره مخنیوی کوو. خا دی چې ځانګړنې یې په دویم څپرکي کې م

د  1  652  xxxP 1 پولینررروم دیمتونررره پرررهx  ،0x 2واx  اپررردادو کرررې

 پبار  دي له

     

 

  .062.522

660.500

1261511

2

2

2







P

P

P

 

دوه پولینومونو له یوه  ل سره مساوي دي، یوازې که یروازې درجرې    

ونو ضررای  لره یروه  رل سرره      یې له یوه  ل سره مساوي وي او  یا د همدې مساوي درجه لرونکو  د

 مساوي وي.

متحول ټول دیمتونه چې  xد    0xP   منادله صدق کړي صفري نقځې او یرا د xP 

 اپداد د اړوند پولینوم جررونه دي.  1xو ا 2xمثال کې   1پولینوم جررونه  لل کی ي. په 

لرونکو  ردونو د ضررایبو   په پولینومونو کې د جمع پملیه د مساوي تواع   

 له جمع کولو څخه منجته راځي.

 د  2  574 23  xxxP وا  252 23  xxxxQ .پولینومونو مجموس تر سه کړئ 

          252574 2323  xxxxxxQxPxQP 

     3 3 2 2 3 24 2 7 5 5 2 6 2 3x x x x x x x x            

 د  xP  ، xQ وا xR :پولینومونو لپاره لرو چې 

       

             
   
     0.4

0.3

.2

.1









xPxP

xPxP

xRxQxPxRxQxP

xPxQxQxP

 

د دوو پولینومونو په ضرب کرې د   
nmnm xxx        الجبرري داپردې پره پرام کرې

 د پولینوم هر  د لومړی له دویم  د سره ضرب او  یا یې توانونه جمع کی ي.نیولو سره 

3    472  xxxP وا  xxxxQ 25 23  .پولینومونه له یوه  ل سره ضرب کړئ 
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       xxxxxxQxP 2547 232  

)8420()14735()25( 23234345 xxxxxxxxx  

    xxxxxxQxP 81811345 2345  

  په دویمه طریقه 

xxxxx

xxx

xxx

xxx

xx

xxx

81811345

8420

14735

25

47

25

2345

23

234

345

2

23













 

    xxxxxxQxP 81811345 2345  

 د  4  12  xxP وا  4107 2  xxxQ .پولینومونو ضرب  اصل تر سه کړئ 

          
       410712 2  xxxxQxP 

)4107()82014( 223  xxxxx 

4182714 23  xxx 

 د  xP  ، xQ وا xR :پولینومونو لپاره لرو چې 

       

             
              
   xPxP

xRxPxQxPxRxQxP

xRxQxPxRxQxP

xPxQxQxP









1..3

.3

.2

.1

 

د پولینومونو د تقسیم پملیه د  قیقي اپدادو تقسیم پره مراع د یروه ځرانګړي      

دسررتور مځررا ق ترسررره کیرر ي چررې دلترره د څررو مثررالونو پرره راوړلررو  سررنه کرروو. پرره تقسرریم کررې لرره          

m

n

m nx

x
x         داپردې څخره اسرتفاده کیر ي، او کره چ ررې xP   پره D x   ی پولینروم تقسریم مررو

وي، خارد دسرم  یرې    Q x    او  ادیمانرده یرې R x      وي، پره دې صرور  کرې xP   ،مقسروم

 D x  ،مقسوم پلیه Q x خارد دسم  او R x  .ادیمانده ترمنځ  ندې اړیکه موجود ده  

( ) ( )
( ) ( ). ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P x R x
P x Q x D x R x Q x

D x D x
     

5 3( ) 5 4 3P x x x   پولینوم په( ) 2 3D x x   :تقسیموو  

   



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 104

2

3 2

3 2

2

2

2 3 3

2 3 4 0 3 5

4 6

6 3

6 9

6 5

6 9

14

x x

x x x x

x x

x x

x x

x

x

R

 

   













 

 په دې اساس   3 24 3 5 2 3 3 2 3 14x x x x x       

   ویاا 

3
24 3 5 14

2 3 3
2 3 2 3

x x
x x

x x

 
   

 
 

1    83  xxP پولینوم په   2 xxD.تقیسیم کړئ 

2

3 2

3 2

2

2

2 4

2 0 0 8

2

2 0 8

2 4

4 8

4 8

x x

x x x x

x x

x x

x x

x

x

 

   



 







    42
2

8
2428 2

3
23 




 xx

x

x
xxxx 

1.2     

axپولینرروم پرره  xP)(کرره چ رررې      افرراده تقسرریم مرري، د تقسرریم  ادیمانررده د

)(aP .پدد څخه پبار  ده 

axپولینروم او   xP)(فرضروو چررې د   ثبرو :        افررادې د تقسریم خررارد دسرم)(xQ  پولینرروم او

 پدد وي په دې صور  کې: R ادیمانده 

    RxQaxxP )( 

x په وروستۍ اړیکه کې a سه کی ي چې:وضع کوو، تر  

         ( ) 0P a a a Q a R P a Q a R P a R          
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که 1  723 23  xxxxP3 پولینوم پهxپبار  ده له ادیمانده  افاده تقسیم مي 

  3 23 3 3.3 2.3 7 13P      

 که چ رې  2  1253  yyP 5 پهyپبار  ده له،  ادیمانده  تقسیم مي 

  012555 3 P 

که د   xP  پولینوم دیم  پهax       کرې صرفر مري، یننرې  0aP  نرو ، xP   پره

ax  (افاده پوره تقسیم کی يax   افاده د xP .)ضر ي پامل دی 

کهثبو  . xPپهax   مري داسرې چرې خرارد دسرم      تقسریم     xQ  ادیمانرده  وي پروهی و چرې 

  0P a  ده، نو ځکه 

       
 

     
0P x

P x x a Q x P a P x x a Q x


       

وښیئ چې  3  652  xxxP 2 پولینوم پهx 3واx.افادو د تقسیم وړتیا لري 

    063.533,062.522 22  PP 

په دې اساس  652  xxxP 2 پهx 3واx.افادو تقسیمی ي 

axپرره       01افرراده د

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  

 

انه کی ي، داسې چې د پولینوم ضرریبونه پره یروه کترار     پولینوم تقسیم د ضریبونو په مرسته یې ږس

پردد او ضرریبونو د    aپدد مخرې تره د  نردې جردول پره تومره ف رسر  کروو او وروسرته د           aکې د 

 ضرب له  اصل څخه د خارد دسم  پولینوم تر سه کی ي:



 aPRa

aaaaaa

aaaaaaa

nnn

nn

nnn







01221

1231

01221

...

...

...



 

 داسې  ال کې چې 

0 0 1 1 1 2 1 1, , ... , n n na a a a a aa            

nn او a،1n ،2n  . . . ،1و ا     داسررې چررې   اپررداد د خررارد دسررم  پولینرروم ضررریبونه دي

درجه یې یو وا د د  xP  0پولینوم له درجې څخه کمه وي او .ادیمانده پدد دی  

4    962 23  xxxxP 3 پولینررروم پرررهx   افررراده تقسررریم کرررړئ خرررارد دسرررم  او

  ادیمانده یې وټاکئ.
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 32 1 6 9

6 21 45

2 7 15 54



 

په دې اسراس خرارد دسرم پبرار  دی لره       1572 2  xxxQ    څخره او  ادیمانرده پبرار  ده لره

 54 3R P  .څخه 

5    4 81P x x 3 پولینوم پهx کوو. افاده تقسیم 

 پاسینی پولینوم پبار  دی له   4 3 20 0 0 81P x x x x x     

 31 0 0 0 81

3 9 27 81

1 3 9 27 0



 

.      او  ادیمانده یې صفر دی  3 23 9 27Q x x x x       یې خارد دسم 

1   7452 34  xxxxP  3پولینوم پهx :افاده تقسیموو 

2 5 0 4 7 3

6 3 9 15

2 1 3 5 22



 

 

 

  5323  xxxxQ  خارد دسم            

 322  PR   ادیمانده                            

1.3    

: دویم درجه پولینوم  cbxaxxf  2
درجره ترا ع)مر ني ترا ع( مڼرل     پولینومي توا رع دویرم    

0aضرای  یې  قیقي اپداد دي او   c وا a ،bکی ي،  .ده 

2yد   1 x c  0,3 مراف په  cc  3واc                                          

  التونو کې رسم کړئ. 

 الر  کرې یننرې   0c پره تا ع    
2xy          د څرو ټراکلو دیمتونرو پره مرسرته د جردول سرره سرم ،

 تر سه کوو:

 دول په پام کې نیسو:دغه ج  

3 2 1 0 -1 -2 -3 x 

9 4 1 0 1 4 9 y 

 او مراف یې رسموو:
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 مکل 1.1

32دغه مراف د    xy 32و  xy         ا تو په اسراس پراس لرور او  نردې لرور تره درې وا رده 

 .مکل( 1.1)لی دول موی

 د  2 
2

2y x مراف رسم کړئ او له 
2y x :مراف سره یې پرتله کړئ  

 ندې جدول سره سم په پام کې نیسو:د تا ع څو دیمتونه له   

4 3 2 1 0 x 

4 1 0 1 4 y 

لیدل کی ي چې  
2

2y x    مرراف د
2y x      1.2)وا رده افقري ل ر د دی    2مرراف ښري لرور تره 

 .مکل(

 

 مکل 1.2

  د  3 
2 1

2
2y x   .تا ع مراف رسم کړئ  

  یا هم د څو دیمتونو جدول په  ندې تومه پام کې نیسو.  
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4 3 2 1 1 x 
9
2
 3

2
 1

2
 3

2
 9

2
 y 

 

 مکل 1.3

لیدل کی ي چې مراف د 
2y x  2منحني دx   1افقي او

2
y   پمودي ل  د څخه تر سه موی

یننې راس یې  1
2

2  .مکل( 1.3)نقځه ده ,

khxaxfاوس پره پمرومي تومرره      دویرم درجره ترا ع مځرر  کرروو او د      )()(2

مخکینري مثررال سررره یررې پرتلره کرروو، لیرردل کیرر ي چرې اپظمرري یررا اصرر ري نقځره یررې پبررار  ده لرره      

 ,h k  و د اپظمررري او اصررر ري څرنګررروالی د   څخررره، خرررa     پررره امرررارې پرررورې اړه لرررري. اوس د

cbxaxxf   تا ع مکل ته  دلوع ورکوو او په پاسیني  ال  یې اړوو. )(2

c
a

b

a

b
x

a

b
xacx

a

b
xacbxaxxf 



















2

2

2

2
222

44
)(

a

acb

a

b
xac

a

b

a

b
x

a

b
xaxf

4

4

244
)(

222

2

2
2 


















 

   په دې اساس

a

bac

a

b
xaxf

4

4

2
)(

22










 

cbxaxxf  تا ع د  )(2
a

b
h

2


  او

a

bac
k

4

4 2
  لپارهkhxaxf  مرکل   )()(2

غوره کوي چې اړونده مراف یې د
2y x ته ورته او انحنا یې a    پورې اړوند دی.  رسر ره پرردې

وا د په اندازې سره پمودي ل  د لري او د پرارا ول راس    kه اندازې افقي او وا د پ hمراف یې د

 kh,  .نقځه ده 
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 د  4  242  xxxf .پارا ول، راس نقځه وټاکئ 

د پارا ول راس پبار  ده له  kh,   نقځې څخه، داسې چې  

2
2

4

2





a

b
h 2         و     

4

168

4

4 2








a

bac
k 

په دې اساس 2 , 2.نقځه د پارا ول راس دی 

  1.4  

cbxaxxfکه   تا ع په پام کې ونیول مي او  )(2  0f x   وضع کړو، په دې صور  کې

02  cbxax         دویم درجه منادله تر سره کیر ي او د دې منرادلې جررونره صرفري نقځرې یرا د

)(xf  .تا ع جررونه مڼل کی ي. یاده منادله کولی مو په  ندې تومه  ل کړو 

2

22

2

2

2

2
2

222

4

4

44

0

a

acb

a

b
x

a

c

a

b

a

b
x

a

b
x

a

c
x

a

b
xcbxaxcbxax















 

         

      
a

acbb
x

a

acb

a

b
x

2

4

2

4

2

22 



 

acbD په وروستي فورمول کرې  42     افراده د ممیرزه یرا)min( antdiscri  ه نامره یرادی ي او   پر

  ندې امکانا  محتمل دي.

0D که .  )الف(   وير یاده منادله دوه  یلا یل  قیقي جررونه لري،    

0Dکه چ رې .  )ب(   یوازې یو مير منادله 
a
bx

20
 ځیني وخر  وایري منادلره یرو     ، جرر لري

 مضاپف جرر لري.

0D کره  .  )د(  ه دوه مخرتلا  پره دې  الر  کرې وایري منادلر     ، وير منادلره  قیقري جررر نلرري       

 جررونه لري.

02په ځیني مواردو کې د   cbxax   منادلې  ل ږسانه کی ي کرهbb  یننرې   2
2
bb    پره

 پام کې ونیول مي، په دې صور  کې

 
a

acbb

a

acbb

a

Db
x

2

422

2

4

2

22 






 

 
a

acbb

a

acbb

a

acbb 








222

2

2

2

442
 

 په دې ترتی  
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acbD
a

Db
x 


 2, 

منادلې ته په کتو، ورته ځانګړتیاوې لري. وروستۍ طریقه ه ه م ال مټروره   Dوا Dداسې چې 

32bجف  پدد او یا مثلا   bده چې   نور وي.او داسې   52bیا 

که د  

2 4

2

b b ac
x

a

  
       اړیکې د ښي لور صور  او مخررد د صرور  لره مرزدود سرره

 ضرب مي، نو لرو چې:

  
 

   

   

2 2 2

2

2 2

22 2

4 4 4

2 2 4

4 4 2

42 4 2 4

b b ac b b ac b b ac
x

a a b b ac

b b ac ac c

b b aca b b ac a b b ac

       
 

 

  
  

    

 

 په نتیجه کې د دویم درجه منادلې  ل په  ندې تومه هم ښودل کی ي.

2

2

4

c
x

b b ac

 

 

 د  ندې توا نو د جررونو ماهی  یې د اړوند ممیزو په مرسته وټاکئ.  1

   

 

2 21 1
2 2

2

. 4 2 , .

. 6 10

i f x x x ii g x x x

iii h x x x

     

  
 

 د  : (i) ل  242  xxxf               و چېتا ع لپاره لر  

 
0224)2)(1()2( 22  acbD 

په دې اساس xf.دوه  یلا یل جررونه لري 

 (ii). 
2
12

2
1)(  xxxg :تا ع په پام کې نیسو 

          
   2 2 1 1

2 2
4 ( 1) 4 1 1 0D b ac        

 نو xg .یو  قیقي جرر لري 

 (iii). د   1062  xxxh تا ع لپاره لیدل کی ي چې  

     044036101464
22  acbD 

په دې اساس h x .تا ع دوه مختلا جررونه لري 

  ندې منادلې  ل کړئ.  2

2 2. 6 25 0 , . 8 25 0i x x ii x x      

    
22. 4 6 4 1 25 36 100 64i b ac        
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i
i

a

Db
x 43

2

86

2

186

2

646

2












 

ixix 43,43 21  

    
22. 4 8 4 1 25 64 100 36ii D b ac         

i
i

a

Db
x 34

2

68

2

168

2

368

2












 

ixix 34,34 21  

3 033222  xx .منادله  ل کړئ 

  ل .  

    
33211

1

332111
2








a

Db
x 

       
   311311

2

 x 

 
3,32 21  xx 

4  09322  xx .منادله  ل کړئ 

3دلته ښه ده چې 
2

 bb په پام کې ونیول مي، په دې اساس 

    
323123

1

9133
2








a

Db
x 

             1 23 2 3 , 3 2 3x x     

1.5     

 cbxaxxf  دویم درجه تا ع منمو  پارا و  ته ورته مکل لري چې خوله یرې پراس یرا     )(2

0aتره خلاصره وي داسرې چرې د      ندې لور         0لپراره د مرراف راس  نردې لرور تره او دa    لپراره

cbxaxxfپاس لرور تره وي. پره دې اسراس کرولی مرو وښریو چرې           دویرم درجره ترا ع پره      )(2

 پمومي تومه

 په . )الف(
a
bx

20
 0 نقځه کې اپظمي لري که چ رېa .وي 

په  .)ب(
a
bx

20
 0   نقځه کې اص ري لري که چ رېa .وي 

  ه د تا ع دیمتونه پبار  دي له:لپار 0x او په دې  ا تو کې د

a

acb

a

bac

a

b
fxfy

4

4

4

4

2
)(

22

00













 
 

)اپظمي یا اص ري(،  یننې  حراني نقځه 00 , yx مکل( 1.4)نقځه ده.   
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0a  0a  2y ax bx c   

  

 

2 4 0b ac  

  

 

2 4 0b ac  

 
 

 

2 4 0b ac  

 مکل 1.4

د  1  2 2 3f x x x   .تا ع مراف رسم کړئ  

 دی، په دې اساس مراف اص ري نقځه لري.   01a  له دې چې ل . )الف( 

 اص ري نقځه یې)ب(  kh,   ده، داسې چې:  

2
1

2 2

b
h

a


         ,     2 24 4(1) 3 ( 2)

4
4 4(1)

ac b
k

a

   
   

 

 په دې اساس 1, 4  یې اص ري نقځه دهنقځه  . 

0yمحور په داسې نقځره کرې دځرع کروي چرې      xگراف  :محور سره تقاطعxد)د(    وي او لره دې

 چې

2 2

1 22 3 2 3 0 1 , 3y x x x x x x           

 محور په دوو xگراف  دی، نو 1,0 و ا 3 ,  .مکل( 1.5)نقځو کې دځع کوي 0

0xمحور پره  yگراف  محور سره تقاطع: yد )د(        نقځره کرې دځرع کروي، نرو ځکره  0 , 3  نقځره

 محور دځع کی ي. yکې 
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 د مخکینیو او اوس تر سه مویو نقځو څخه کولی مو  ندې جدول مرت  کړو.)هر (. 

2 1 4 3 2 0 1 x 
5 0 5 0 3 3 4 y 

 د پاسینیو پړاونو څخه د تر سه موو نقځو په پام کې نیولو سره  ندې مراف رسمی ي.

 

 مکل 1.5

ه دویم درجه پولینومونه د یو په یرو توا نرو لره ډلرې     په پمومي توم:   د دویم درجه توا نو منکوس

څخه نه دي، نو منکوس هم نلري، خو که چ رې د تنریرف نرا یې یرې د  حرانري نقځرې ښري یرا کریڼ         

cbxaxxfلور ته محدود مي دغه توا ع منکوس منونکې کی ي او د   ترا ع منکروس    )(2

 په  ندې تومه تر سه کی ي:

0)( 22  xcbyayxcbyayxyf 

a

xcabb
xf

a

xcabb
y

2

)(4
)(

2

)(4 2

1

2 



 

 

کو تا ع منشن  کی ي او د هر یوې منکوس یې لره دوو  په دوو منکوس لرون xf)(په دې ترتی   

 منفي او مثب  امارو څخه مځا ق  کوي.

 1.1   

د دویم درجه توا نو په مبحث کرې ولیردل مرول چرې یروه درجره دویرم ترا ع کرولی مري دوه مخرتلا             

ررونره ولرري، ورتره ځانګړتیرا هرر پولینروم       جررونه او یا یو مضراپف جررر او یرا هرم دوه  قیقري ج     

 لري، یننې د یوې پولینومي تا ع جررونه ک دای مي  قیقي، مختلا او یا تکراري وي.

biazکرره چ رررې            مخررتلا پرردد د یرروې پولینررومي تررا ع یررو جرررر وي، مررزدود یررې یننررې

z a bi  وس ده()د دې دضیې ثبو  زموږ د  حث له محدودې وتلې موض هم د همدې تا ع جرر دی 
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)درجره   nهره   1)n         پولینرومي ترا ع، چرې  قیقري او یرا مخرتلا ضرریبونه ،

 ولري، ل  تر ل ه یو) قیقي او یا مختلا( جرر لري.

 د nrوا ،  1r  ،2r  ،3r که چ رېه. دضی  

  1

1 1 0

n n

n nP x a x a x a x a

     

)پولینوم جررونه وي، په دې صور  کې  )P x  .پولینوم ک دای مي په  ندې تومه تجزیه کړو 

1 2 3( ) ( )( )( ) ( )nP x x r x r x r x r     

  اپداد، nrوا ،  1r  ،2r  ،3rله دې چې  ثبو  : P xنو د پامل دضیې په ،پولینوم صفر کوي

1xاساس r  ،2x r  ،3x r،واnx rافادې د P xضر ي پوامل دي، په دې اساس 

1 2 3( ) ( )( )( ) ( )n nP x a x r x r x r x r       

که ټول پاسیني پوامل له یوه  ل سره ضرب مي او د اصل پولینوم سره پرتله مي، تر سه کوو چې 

na  :دی، په دې اساس 

1 2 3( ) ( )( )( ) ( )nP x x r x r x r x r       

)درجه  nهره   1)n ینومي تا ع، ، پولn  قیقي او یا مختلا جررونه لري)ممکن ځینرې 

 جررونه له یوه  ل سره مساوي وي(.

 د اساسي او پامل دضیې له ترکی  څخه تر سه کی ي.ثبو : 

  د nx. . . و،1x،2x ،3x که چ رې   

1 2

1 2 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a x a

      

پولینروم جررونرره وي، پره دې صررور  کرې د پولینرروم جرررونو او ضررریبونو تررمنځ  نرردې اړیکررې        

  موجودې دي:

 

1

2

3

0

1 2 3

2 1 3 2 1

3 2 1 4 3 2 5 4 3 1 2

1 2 3 1

n

n

n

n

n

n

n

a

n a

a

n n a

a

n n n a

n a

n a

x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x









 

      

    


     




 

 

پوهی و چرې ثبو :          nn xxxxxxxxaxp  دي، کره پره ښري لروري کرې      321...

پولینوم له ضریبونو سره یې پرتله کرړو غوښرتل مروی      P(x)دوسونه له یوه  ل سره ضرب کړو او د 

  اصل تر سه کی ي.

د 3xو ا  1x،2xکه چ رې.  1  3 2P x ax bx cx d     

 پولینومي تا ع جررونه وي، په دې صور  کې:
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1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

b
a

c
a

d
a

x x x

x x x x x x

x x x

   


  
  

 

که  2
1x2و اx د   2P x ax bx c    ررونه وي، نوپولینوم ج 

1 2

1 2

b
a

c
a

x x

x x

  



      . 

 وي.  x3=5و ا x1=2  ،x2=3ه ه دریم درجه پولینوم ولیکئ چې جررونه یې   3

 















30

315.35.23.2

10532

321

323121

321

xxx

xxxxxx

xxx

 

 په دې اساس غوښتل موی پولینوم پبار  دی له: 

  303110 23  xxxxP 

 د4xو ا  1x ،2x،3x که چ رې  4

  12046194 234  xxxxxP 

 دي له: څلورم درجه پولینوم جررونه وي، د پولینوم د ضریبونو او جررونو ترمنځ اړیکې پبار 





















120

46

19

4

4321

432431421321

434232413121

3321

xxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxx

 

)د  )P x     مرت  منیاري پولینوم د مثب   قیقري جرررونو مرم ر د( )P x  

)ضریبونو د امارو له  دلوع او یا تر ه ه ووړ یوه جف  پدد سره مساوي دی او د  )P x   پولینروم د

)منفي  قیقي جررونو مم ر د  )P x      ضریبونو د امارو د  دلوع څخه یا یرو تررې ووړ جفر  پردد

   دی.څخه پبار

 د  ندې پولینوم د منفي او مثب  ممکن جررونو مم ر وټاکئ:  5

5 4 2( ) 2 4 3 5 7P x x x x x     

پولینوم په ټوله کې د لومړي او دویم، دویم او دریم، څلورم او پنجم  دونو تر منځ د امارې   

)درې  دلونونه لري، په دې اساس  ) 0P x   مثب  جررونه لري نو  3و یاا 1 منادله 

5 4 2

5 4 2

( ) 2( ) 4( ) 3( ) 5( ) 7

( ) 2 4 3 5 7

P x x x x x

p x x x x x

         

       
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)(په همدې تومه   xp  و دریم، دریم او څلورم  دونو ترمنځ د امارې دوه  دلونونه لرري،   د دویم ا

)(0په دې اساس د  xp  سره مساوي دي.  0یا  2منادلې منفي جررونه 

aکره چ ررې    
b
نره اختصرار ک ردونکی نسربتي پردد، د ترام ضرریبونو لرونکري          

پولینررروم 
1

1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a

      جررررر وي، نررروa  0دa   ضرررر ي پامرررل اوb  دna 

 ل کی ي.ضر ي پامل مڼ

دغه دضیه د دې امکاع ورکوي څو د پولینومي منادلو نسبتي جررونه د اړوند پولینوم د لومړي    

 او وروستي ضریبونو ضر ي پواملو په مرسته وپلټل مي.

04243د   1 23  xxx   منادلې ا تمالي نسبتي جررونه لیس  کړئ او له ه ه ډلرې

 اصلي جرر یې وټاکئ.

 1،2پدد  ضر ي پوامل دي یننې   -4 ي جرر صور  د د دستور له مخې د غوښتل مو   

4   3,1پدد ضر ي پوامل یننې   3او مخرد یې د      اپداد دي، په دې اسراس ا تمرالي

،1:جررونره یرې پبرار  دي لره     
3
1 ،2 ،

3
2 ،4 و

3
4 ،     څخره، او لره دې چرې 2

3
0P  

دی، نو 
3
 پدد یې غوښتل موی جرر مڼل کی ي. 2

لکه څرنګه چې د دویم درجره منرادلو د  رل پره طریقرو       

پوهی و همدې طریقو ته ورته دریم درجه منادلو لپاره)د کاردانو طریقه( او د څلورم درجه منادلې 

د  ررل لپرراره)فیرراري طریقرره( موجررود ده، دغرره میتودونرره کرره څرره هررم پرره تیررورۍ کررې د منرراد تو      

وړ  رولي، خرو دغره ادپرا پره پمرل کرې پرام ف رم نره ده او د           جررونه، د ضریبونو لره جنسره د ښرودلو    

 تځبیق وړتیا نلري.

د پنجم درجه او تر ه ه لوړې درجه منادلو د  ل دضیې د دوو ریاضي پوهانو)داع ا ل او مالوا(      

 په نامه ثبو  موي چې وایي:

و لره جنسره یرې    پنجم درجه او تر ه ه د لوړو درجو پولینومي منادلو جررونه نشو کولی د ضرریبون 

وښیو: په دې اساس ه ه کلي طریقه چې د ضریبونو لره جنسره د پولینرومي منرادلې  رل وښرییي)د       

لومړی او دویم درجه منادلو څخه پرته( نورې موجودې نه دي او د دریم او څلورم درجره منرادلو د   

تیورۍ ترر  رده    ل میتود هم په ټولو مواردو کې پملي نه دي او د تځبیق وړتیا نلري، نو یوازې د 

محدود پاتی ي. په دې اساس پولینومي منادلې په تقریبي او  پددي مم رنو په اسراس  رل کروي    

 چې دلته یې له ډیر تفصیل څخه ډډه کی ي.

)که چ رې د  (.1)      )P x  پولینوم دیمتونه پهa و اb  اپدادو

)کررې  یلا یلررې امررارې ولررري یننررې    ) ( ) 0P a P b  ،پرره دې صررور  کررې پرره   وي ,a b  انتررروال

 .مکل( 1.1)وامکل(  1.5)موجود جررونه تاق اپداد دي او دغه مم ر ل  تر ل ه یو دی
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). کرره چ رررې د  پولینرروم دیمتونرره پرره  اپرردادو کررې هررم امرراره یننررې   (2) ) ( ) 0P a P b   وي، نررو پرره

 .مکل( 1.1)انتروال کې د پولینوم د جررونو مم ر یو جف  پدد او یا صفر پدد دی

 ادپا مانې د  ندې فرضي ادپا مانو په برینه تائید ک دای مي. (2)و ا( 1)

 

 مکل 1.1                                مکل  1.5

 

 مکل 1.1

1.1 
د پولینومي توا ع مجموس، تفاضل،  اصل ضرب   رته پولینومي توا ع دي، خو ه ه توا ع چې د 

ي پره پمرومي تومره پولینومونره نره دي، دغره توا رع د        پولینومي توا نو له تقسیم څخه تر سه کی 

ناطق یا نسبتي توا ع په نامه یادی ي. البتره پولینرومي توا رع د نراطق توا نرو ځرانګړی  الر  دی،        

چې په مخکیني  حرث کرې مرو امراره ورتره وکرړه. د نراطق ترا ع تحرو   او د مرراف رسرمول یرې پره              

 ی ي. په دې  حث کې د توا نو انقسام څ ړو:یوولسم څپرکي)د مجانبونو په مبحث( کې مځر  ک

) که چ رې   )P x  و ا( )Q x دوې پولینومي تا ع مانې وي  ، 

( )
( ) , ( ) 0

( )

P x
f x Q x

Q x
  

تا ع د ناطق)نسبتي( تا ع په نامه یادی ي، طبنا د دې توا نو د تنریف نا یره ه ره  قیقري اپرداد      

دي چې مخرد یې صفر نکړي د   1Q x  لپاره f x  پبرار  دغره   پره  رل    ،تا ع یو پولینروم دی

 پولینومونه د ناطق توا نو ځانګړی  ال  دی.
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1)( که چ رې  xf ،)(2 xf،)(3 xf  ،وا)(xf n ناطق توا ع وي، داسې چې 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )nf x f x f x f x f x     

1)(پرره دې صررور  کررې   xf ،)(2 xf،)(3 xf ،وا)(xf n ترره د)(xf  اړونررده  دسررمي کسرررونه(

 اجزا( وایي.

لې د کسرونو مجموس تر سه کول د کسري افادو جمع کولو پملیې ته ارجاس کی ي، خو د دې مسا

منکوس یننې که چ رې اصلي کسر راکړل مروی وي او دسرمي کسررونه یرې غوښرتل مروي وي، د       

دې  حث اصلي موضوپا  دي. که د کسر  صور  درجه د کسر د مخررد لره درجرې څخره لروړه وي،      

په مخرد د صور  له تقسریم وروسرته، دغره کسرر د یروه پولینروم او یروه پرادي کسرر د مجمروس پره            

 اري په تومه:تومه ښودل کی ي. د س

5 3 2
2

3 3

3 1 2 7
3

2 2

x x x
x

x x

   
  

 
 

ه ه کسررونه چرې د صرور  درجره یرې د مخررد لره درجرې څخره ټیټره ده، د پرادي کسررونو پره نامره               

 یادی ي. دلته زموږ ټول پام په دسمي کسرونو د پادي کسرونو انقسام ته متمرکز دی.

  ندې   لګه په پام کې نیسو:  1
3

5

4

4

127

8
2 









xxxx

x
 

سه کی ي، څرنګه کولی مو د کیڼ لور له د ښي لور کسرونو د  اصل جمع څخه د کیڼ لور کسر تر 

 اصلي کسر څخه اړونده دسمي کسرونه یې تر سه کړو؟

کره چ ررې    
 

 
( )

P x

Q x
f x       یروه نراطق او پرادي تا ع)پرادي

)کسر( وي، یننې د  )P x  پولینوم درجه د( )Q x پولینوم له درجې څخه ټیټه وي، نو 

لرررررررررررررومړی: د  Q x   مخررررررررررررررد هرررررررررررررر kbax   پررررررررررررره  فکترررررررررررررور ترررررررررررررهk  انررررررررررررردازه

   
1 2

2
, 1 , 2 , 3,k

k

A A A
k

ax b ax b ax b
   

  
دسررمي کسرررونه مځا قرر  کرروي،   

 یې ثا   اپداد دي.  nAو ا ،  1A  ،2A  ،3Aداسې چې 

ویررررررررررررررررررررررررم: د مخرررررررررررررررررررررررررد هررررررررررررررررررررررررر    د 
kcbxax )( 2    فکتررررررررررررررررررررررررور تررررررررررررررررررررررررره د

   
1 1 2 2

22
2 2

k k

k

A x B A x B A x B

ax bx c ax bx c ax bx c

  
  

     
کسررونه   kدسمي کسرونو په څ رر   

یرې ثا ر       kBو ا ،  1A  ،2A  ،3A  ،  ،kA  ، 1B  ،2B  ،3Bمځا ق  کروي، داسرې چرې    

 اپداد دي.

نیولو سره، اصلي کسر د څو فرپي کسرونو په تومه مځر  کی ي د دوو پاسینیو  ا تو په پام کې 

1kاو اړونده ضرای  یې ټاکل کی ي، البته ممکن په هرو یاد موو  ا تو کې   .مي 
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2  
6

1
2 



xx

x
 کسر په دسمي کسرونو تجزیه کوو. 

 تر هرڅه مخکې مخرد په ممکنه فکتورونو تجزیه کوو: ل . 

)3)(2(

)2()3(

326

1
2 














xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x
 

پرتله کولو وروسته  اید صورتونه په یروه  رل منځبرق وي،    د پاسیني مساوا  د ښي او کیڼ لور له 

  اپداد  اید وټاکل مي. Bو ا Aپه دې اساس    231  xBxAx 

3x که په وروستۍ اړیکه کې  2و اx   کړو، تر سه کی ي چې:وضع 

 







5
1

5
4

510.5122

545.0.133

AABAx

BBBAx
 

                                په دې اساس
2

1 1 1 4 1

6 5 2 5 3

x

x x x x


   

   
 

 ې تومه وټاکو:په  ند Bو ا Aکولی مو د صورتونو له پرتله کولو څخه   دویمه طریقه:

   

  BAxBAx

xBxAx

231

231




 

 له دې ځایه  ندې دوه مج وله منادلې تر سه کی ي:

5

4
,

5

1

123

1









BA

BA

BA
 

       
2

1 1 1 4 1

6 5 2 5 3

x

x x x x


    

   
 

3  
xxx

xx




23

2

2

1  کسر، په دسمي کسرونو تجزیه کړئ.  

 د مخرد په تجزیه کولو سره، کسر د دریو کسرونو د مجموس په تومه مځر  کی ي: ل. 

22

2

23

2

)1(1)1(

1

2

1
















x

C

x

B

x

A

xx

xx

xxx

xx
 

        xxx

cxxBxxA

xxx

xx











23

2

23

2

2

)1()1(

2

1
 

                       
    cxxBxxAxx  111

22 

                          

0 1

1 3

1 1 4 2 0

x A

x C

x A B C B

  


    
       

 

              

223

2

)1(

31

2

1









xxxxx

xx
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په دویمره طریقره د دواړو خرواوو لره پرتلره کولرو څخره کرولی مرو درې مج ولره منراد تي سیسرتم             

 ټاکل کی ي. Cو اA، Bتر سه کړو چې له  ل وروسته یې 

4 
   221

32
2

2





xxx

xx .کسر په دسمي کسرونو منقسم کړئ 

 کی ي:د مخرد په تجزیه کولو سره، کسر د دوو کسرونو د مجموس په تومه مځر   ل . 

                                                    
221)22).(1(

32
22

2













xx

CBx

x

A

xxx

xx
 

)22)(1(

)1)(()22(

)22)(1(

32
2

2

2

2











xxx

xCBxxxA

xxx

xx
 

                        
)1)(()22(32 22  xCBxxxAxx 

        





















5

9
2201

5

7
230

5

4
541

BCBAx

CCAx

AAx

 

  په پایله کې
)22(5

79

)1(5

4

)22).(1(

32
22

2















xx

x

xxxx

xx
 

5 
 22

2

1

32





x

x .کسر په دسمي کسر تجزیه کړئ 

 لرو چې ل . 

22222

2

)1(1)1(

32















x

DCx

x

BAx

x

x
 

 د کسرونو له هم مخرد کولو او د دواړو خواوو له مقا ل کولو وروسته لرو چې:

)()(32

)()1)((32

232

22

DBxCABxAxx

DCxxBAxx




 

 د تي سیستم تر سه کی ي:په دې اساس  ندې منا

0 0

2 2

0 0

3 1

A A

B B

A C C

B D D

 

                په دې اساس
22222

2

)1(

1

1

2

)1(

32











xxx

x
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1.1   

       .پولینوم   1 2

1 2 1 0 , 0n n

n nP x a x a x a x a x a n

        

متحول ټول دیمتونه چې  xد    0xP    منادله صدق کوي، صفري نقځرې یرا د

 xP .پولینوم جررونه  لل کی ي 

axپولینوم په  xP)(که چ رې       ادیمانرده پبرار     افاده تقسریم مري، د تقسریم 

 پدد څخه. aP)(دی له 

که چ رې د   xP  پولینوم دیم  پهax    کې صفر مي، یننرې  0aP   نرو ویلری ،

مو چې  xP  پهax  (افاده پوره تقسیم کی يax   افاده د xP .)ضر ي پامل دی 

 .                      

2 2
2 4

( )
2 4

b ac b
f x ax bx c a x

a a

 
      

 
 

                                    
24

, ,
2 4

b ac b
h k

a a

 
  
 

 

 
2 20 , 4

2

b D
ax bx c x D b ac

a

 
       

0D که.  )الف(    یاده منادله دوه  قیقي جررونه لري. وير   

0Dکه چ رې .  )ب(   منادله یو مير 
a
bx

20
       جرر لري، ځینې م رال وایري یرو مضراپف جررر

 لري.

0D په ه ه صور  کې چې .  )د(  ه هیع  قیقي جرر نلري نو په دې  ال  کې ویل منادلوير    

 چې منادله دوه مختلا جررونه لري. کی ي

. cbxaxxf   تررا ع پرره پمررومي تومرره پرره     )(2

a
bx

20
  0نقځه کې اپظمي لري که چ رېa وي او 

a
bx

20
 0   اص ري لري که کېa  .وي 

biazکه چ رې *      مختلا پدد د پولینومي تا ع یو جرر وي، مزدود یې یننېz a bi  

 هم د همدې تا ع جرر دی.

 دnrوا ،  1r  ،2r  ،3r چ رېکه *  

  1

1 1 0

n n

n nP x a x a x a x a

     

) په دې صور  کې پولینوم جررونه وي، )P x:کولی مو داسې تجزیه کړو 

1 2 3( ) ( )( )( ) ( )nP x x r x r x r x r     

)درجه پولینومي تا ع  nکه چ رې *   1)n  ،n     قیقي یا مختلا جررونره ولرري)ممکن ځینرې 

 جررونه له یوه  ل سره مساوي وي(.

1 د nxوا. . . ،1x،2x ،3x که چ رې *   2

1 2 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a x a

      
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ې د پولینروم د جرررونو او ضرریبونو تررمنځ  نردې اړیکرې       پولینوم جررونه وي، پره دې صرور  کر   

 موجودې دي:

 

1

2

3

0

1 2 3

2 1 3 2 1

3 2 1 4 3 2 5 4 3 1 2

1 2 3 1

n

n

n

n

n

n

n

a

n a

a

n n a

a

n n n a

n a

n a

x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x









 

      

    


     




 

 

)د   )P x   مرت  منیاري پولینوم د مثب   قیقي جررونو مرم ر د( )P x  د

)ضریبونو د امارو له  دلوع او یا تر ه ه ووړ یوه جف  پدد سره مساوي دی او د  )P x   پولینروم د

)منفي  قیقي جررونو مم ر د  )P x  ونو د امرارو د  ردلوع لره مرم ر څخره یرا یرو تررې ووړ         ضرریب

 جف  پدد څخه پبار  دی.

د پنجم درجه او تر ه ه لوړ درجه لرونکرو منرادلو  رل نشرو کرولی د       

 ضریبونو له جنسه یې وښیو.

) که چ رې   )P x  و ا( )Q x  پولینومونه وي ،
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
  

 اطق) نسبتي( تا ع په نامه یادی ي.تا ع، د ن

1)( که چ رې دسمي کسرونه.  xf ،)(2 xf،)(3 xf  ،وا)(xf n داسې چې ناطق توا ع وي  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )nf x f x f x f x f x     

1)( په دې صور  کې xf ،)(2 xf،)(3 xf ،وا)(xf n ته د)(xf  وایي. دسمي کسرونه )اجزا( 

 کره چ ررې    
 

 
( )

P x

Q x
f x      پرادي  ) یروه پرادي نراطق ترا ع

)د ې، یننوي( کسر )P x ه دپولینوم درج( )Q x :پولینوم له درجې څخه ټیټه وي  

د .لومړی Q x  مخرد هر kbax   فکتور تهk ندې دسمي کسرونه مځا ق  کوي  

   
1 2

2
, 1 , 2 , 3,k

k

A A A
k

ax b ax b ax b
   

  
 

 ثا   اپداد وي.،  nAو ا ،  1A  ،2A  ،3Aداسې چې

 د مخرد هر م.یدو 
kcbxax )( 2  فکتور ته، k ندې دسمي کسرونه   

   
1 1 2 2

22
2 2

k k

k

A x B A x B A x B

ax bx c ax bx c ax bx c

  
  

     
 

 یې ثا   اپداد دي.  kBو ا ،1A،2A،3A،،kA ،1B،2B،3Bمځا ق  کوي داسې چې،
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1.9   

1 .0a،2a،3a   ضریبونه په  ندې پولینومونو کې وټاکئ. naوا، ...   

   

   

 

4

3

5 4 3 2

. 2 7 , . 1

. 2 8 9 , . 9

. 2 3 5 6

i P x x ii P x x

iii P x x x iv P x

v P x x x x x x

   

    

     

 

 په  ندې توا نو کې پولینومي توا ع وټاکئ. .2

32
. ( ) 7 , . ( ) 7 , . ( ) 9i P x x ii P x x iii P x x

x
      

     3 2. 0 , . 2 1 , . 2xiv P x v P x x x vi P x     

 په  ندې پولینومونو کې ورکړل موي دیمتونه ومم رئ.  .3

       

     

3 2

3 2

. 6 2 8 : 0 , 1 , 2

1
. ( ) : 0 , 1 , 4

2 3 4 5

i P x x x x P P P

x x x
ii P x P P P

   

   

 

4.  xP و اQ(x) ر پولینومونه راکړل موي )()( xQxP   .یې تر سه کړئ  

   

   

2

4 3 2

. 7 , 7 5

. 1 , 3 7 5

i P x x Q x x x

ii P x x Q x x x x

    

    
 

  ندې  اصل ضر ونه تر سه کړئ. .5

     

     

2

2 2 2 2

. 4 4 , . 4 2 1 2 1

. 2 2 3 4 , . 1 1

i x x ii x x x

iii x x x vi x x x

    

    
 

که .1 xP وامقسوم xD ويمقسوم پلیه،  xQ  واخارد دسم xR    یرې تر سره    ادیمانرده

 کړئ:

   

   

   

4 3 2 2

3 2

3 2

. 4 5 7 3 , 4

. 3 10 21 26 , 2

. 4 8 2 , 1

i P x x x x x D x x

ii P x x x x D x x

iii P x x x x D x x

     

     

     

 

د  ادیمانررده دضرریې پرره کررارولو سررره کرره چ رررې        .1 xP پرره xD    تقسرریم مرروی وي، د تقسرریم

  ادیمانده د تقسیم له پملیې څخه پرته تر سه کړئ.

   

   

10 3

25 13

. 7 3 1 , 1

. 13 4 5 , 1

i P x x x D x x

ii P x x x D x x

    

    
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1. c      داسررې وټرراکئ چررې کرره چ رررې  2 4 9P x x x    پرره  D x x c     تقسرریم مرري نررو 

4Rیې ادیمانده   .تر سه مي 

9.  P x ینومونه داسې  ال کې چې پول D x      فکتور یې ورکړل مروی وي د پامرل دضریې پره

 مرسته یې تجزیه کړئ.

   

   

3 2

4 3 2 1
2

. 4 5 , 2

. 2 5 2 4 2 ,

i P x x x x D x x

ii P x x x x x D x x

     

      
 

11. kداسې وټاکئ چې  1D x x  د  ندې پولینوم یو فکتور وي : 

  3 23 1P x x x kx    

 د ترکیبي تقسیم په کارولو سره د تقسیم  ندې پملیې ترسره کړئ. .11

   

   

   

4 3 2

3 2 1
3

5 5

. 5 6 4 8 2

. 6 7 1

.

i x x x x x

ii x x x

iii x a x a

     

   

  

 

له  ندې اپدادو څخه د  .12 P x .پولینوم جررونه وټاکئ 

 

 

 

3 2

3 2 7
2

2

. 2 2 12 : 2 , 1

. 2 31 20 : 5 ,

. 4 1 : 2 3 , 2 3

i P x x x

ii P x x x x

iii P x x x

  

    

      

 

ه توا ع په  ندې دویم درج .13   2
P x a x h k          تومره ولیکرئ او اړونرد مرراف یرې رسرم

 کړئ.

14. 
   

   

2 2

2 2

. 6 3 , . 2 4 1

. 5 4 , . 5 4

i P x x x ii P x x x

iii P x x x x iii P x x x

      

      
 

 د  ندې منادلو جررونه د تکمیل مر ع په مرسته تر سه کړئ. .15

2 2

2 2 31 1
3 2 2

. 3 4 0 , . 2 4 1 0

. 3 9 4 , . 0

i x x ii x x

iii x x iv x x

      

      
 

د  ندې منادلو د جررونو څرنګوالی د  .11
2 4D b ac  .ممیزې په پام کې نیولو سره وټاکئ 

2 2

2 2

. 5 6 0 , . 6 25 0

. 8 25 0 , . 1 2 2 0

i x x ii x x

iii x x iv x x

     

     
 

 د  ندې دویم درجه توا ع د مرافونو راس وټاکئ. .11
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   

   

2 2

2 2

. 5 14 8 , . 4 9

. 3 , . 2 6 3

i f x x x ii f x x

iii f x x iv f x x x

    

    
 

 وښیئ چې .11 P x والونو کې ل  تر ل ه یو جرر لري:په ورکړل موو انتر 

   

   

   

3

3 2

3 2

. 3 1 , 1 , 3

. 2 5 6 , 3 , 4

. 2 8 4 , 1 , 0

i P x x x

ii P x x x x

ii P x x x x

  

    

    

 

  ندې منادلې  ل کړئ. .19

2 2

2 2

. 3 27 0 , . 5 4 12 0

. 2 2 0 , . 4 16 25 0

i x ii x x

iii x x iv x x

     

     
 

 د  ندې پولینومونو جرر تر سه کړئ. .21

          

         

2

2 2

. 2 7 , . 2 1

. 7 3 5 , . 9 9

i P x x x ii P x x x

ii P x x x ii P x x x

     

     
 

3 د .21 2( ) 5 3 7P x x x x   .پولینوم د مثب  او منفي جررونو مم ر وټاکئ     

 :  ندې کسرونه په دسمي کسرونو تجزیه کړئ

2 2

2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 1
22 . , 23 . , 24 . , 25 .

4 ( 1) ( 1) ( 1)

x x

x x x x x x x x

 

     
 

3 2 2

2 2 3 2 2

5 2 4 2 3 10 14
26 . , 27 . , 28 .

( 4) 6 ( 1)( 2)

x x x x x x

x x x x x x x

     

    
 

4 3 2 3 2

2 2 2 2

2 2 7 29 46 35
29. , 30.

( 1)( 2) ( 3) ( 2)

x x x x x x x

x x x x

      

   
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ولینو د جمع، ضرب او تقیسم په پایله کې منجته راځري، الجبرري   ه ه توا ع چې د اپدادو او متح

توا ع دي، خو ه ه توا ع چې الجبري نه وي د ترانساندان  توا ع)متنالي توا ع( په نامه یرادی ي،  

 نمائي)اکسپوننشیل( توا ع، لومارتمي توا ع او مثلثاتي توا ع ترانساندان  ډوله توا ع دي.

ا ع د یروه  رل منکروس دي او د نمرائي توا رع لره ځانګړتیراوو څخره، د         نمائي توا ع او لومارتمي تو

نفوس د ډېریدو په وړاندوینه، د میکرو ونرو پره تکثیرر، د او رو د بېررو تبخیرر، د اجسرامو خوسرا         

ک دنې، د رادیواکتیف پناصرو تشنشع او داسې نورو کې استفاده ک ر ي. لره لومرارتمي توا نرو     

ریاضیکي  دضایاوو په اثبا ، د فزیرک  مسرایلو  رل او داسرې     څخه په پ چلو مم رنو او  تی د 

 نورو کې مټه اخیستل کی ي. په دې  رخه کې نمائي او لومارتمي توا ع په لنډ ډول لولو.

1.1   

د ه رره اپرردادو اصررول چررې توانونرره یررې طبینرري، تررام او نرراطق اپررداد وو، د ښرروونجي پرره درسرري       

وو او دلته یې یروازې پره یرادولو یرې اکتفرا کروو. دغره اصرول  قیقري          پرومرامونو کې مځر  موې 

 طبیني اپداد وي، په دې صور  کې nو ا mاپدادو ته پراختیا مومي. که چ رې 

 

1.

2. , 0 ,

3.

m n m n

m n m n

n
m m n

x x x

x x x x m n

x x





 

   



 

داپرده یروازې ه ره م رال ثبرو        2پاسینۍ درې داپدې د مثب  توانونو لپراره مځرر  مروي دي او    

 څخه غګ وي.  n له mک دای مي چې 

لپرراره لرررو چررې   0xداپرردې مځررا ق،  2د   صررفري تررواع:
4 4 4 4 0x x x x     لرره  ررل پلرروه ،

پوهی و چې 
4 4 1x x   10دی، په دې اساس x     تر سه کی ي، دغه فرضیه په  نردې مناسر

 تنریف منتج کی ي.

0,1:0              :1 تنریف  xx 

یادونه کوو چې 
4 4 4 4x x x            اړیکه ثبرو  ک ردونکې نره ده، لره دې پلروه صرفري ترواع یروازې

 تنریف کوو.

1  

    
0 0 0. , 1n n n n n ni x x x x x x x x       

0 0 0. , 1n n n n n nii x x x x x x x x       
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   0 0 0 0. 1 , 1 1
n n

n niii x x x x     

داپردې مځرا ق ولیکرو چرې      2لپراره د   0x یاهم کره د   
2 8 2 8 6x x x x     ،

6پرروهی ي چررې  

2 8 1

x
x x    6دی، پرره دې اسرراس

6 1

x
x      تر سرره کیرر ي، یننررې  نرردې تنریررف

 توجیه ک دونکی دی.

2                
1

, 0 ,n

n
x x n

x

    

 له دې څخه پایله اخلو
 

0
0 1n n

n n

x
x x

x x

 

 
   

2 5 3 5 3 2 5 3 5 2

3

1
. ,i x x x x x x x x

x

         

       

 4 2 4 2 6 4 2 4 4 2 6

2

1
. ,ii x x x x x x x x x x

x

   


         

               

      
6

3
3 3

6 6 3 18 6 18

18

1 1
. ,iii x x x x x

xx

     
     

 
 

3 

                

 
0 2

2

1 1
. 8.0123 10 1 1 1 0.01 1.01

10 100
i         

     
3 2 1 0. 10 3 10 8 10 4 10 1000 300 80 4 1384ii            

3 2 1 0 1 2. 5 10 4 10 3 10 2 10 2 10 3 10 5432.23iii              

 

 وي، داسې چې:  0yوا 1n  ،0xطبیني پدد،   nکه چ رې  

xy n  

     ام جرر( وایی او لیکو چې -nمرتبه جرر) nپدد  xته د  yپه دې صور  کې 
n xy  

   په  ل پبار 
nn xyxy  

xyکه څه هم  n    مساوا ، په دې صور  کې چرېx   مثبر  اوn   جفر  وي، دy   دوو دیمتونرو

کوي، خو د یوه پدد مثب  جرر ته اصرلي جررر ویرل کیر ي او      ته) یو مثب  او یو منفي پدد( صدق

,      منمو  لیکي چې: 2 ,n nx x n k k   

یننررې د 
nx   پرردد اصررليn    مرتبرره جرررر پبررار  دی لررهx     2164څخرره. د سرراري پرره تومرره  وا

525   525دي. د دا ماع  2646یا         اړیکو لیکل  الکرل غلرا کرار دی. د منفري

x پدد لپارهn  مرتبه جرر ه ه م ال مف وم لرونکی دی چېn اق پدد وي. دلتره  تxxn n  

 په پام کې نیول کی ي.
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, 2 ,

, 2 1 ,

nn
x n k k

x
x n k k

  
 

  
 

 وي، په دې صور  کې لیکو چې: 1xوا 0x،یو طبیني پدد،   nکه  

 
n

n
n

nn

n
n

n xxxxxx















1
.

1

1
 

په دې اساس  اید 
1
nn x x    په پام کې ونیول مي. په پایلره کرې د دووm و اn     طبینري اپردادو

 لپاره لرو چې

 
1

m
m

m
nn nx x x

 
  
 

 

        او یا 
1m

nm mn nx x x  

منفي پدد وي، د  xکه  :
n mn

m

xx     سر ي والري مررط دا دی چرې     مساواm واn   ایرد 

 مډ فکتور ونلري. کنه  یا  ندې ستونزه راو ړی ي:

      
     

6
6 3

28 64 2 2 2 8         

   ضمنا     
4

4 14 4 42 16 2 2 2 2         

4  

           
   

4 4
433. 1000 1000 10 10 10 10 10 10000i        

       
3 33 34 1 144

10000 10
. 0.0001 0.0001 0.001ii     

   
1 1

7 733 7. 8 8 2 , . 1 1 1 1iii iv            

  قیقي اپداد وي، نو yو xمثب  اپداد او  bوا aکه چ رې    

   . , . , . , .

. , 0 , . , .

x
y xx y x y x xy x y x x

y

x x
x y x x

x

a
I a a a II a a III a IV ab a b

a

a a
V b VI a a x y VII a b a b

b b

    

 
        

 

 

بو  ک دای مري. د سراري پره تومره کره      نسبي دیمتونو ته ث yوا xدلته پاسینۍ اړیکې ل  تر ل ه د 

q

p
x  وا

s

r
y  فرض مي، په دې صور  کې 
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p ps qrr
qs qsx y ps qr ps qrq qs qs qss

ps qr ps qr p r

qs ps qr x yqs qs qs q s

a a a a a a a a a a

a a a a a


 
 

   

    

 

5   

   

    
1 1
3 4

1
11 1 1 1 1 17 5

3 53 4 3 3 5 1512. 5 5 5 5 , . 7 7 7 7i ii
  

     
 

 

1 1
1 1 1 11 3 2

3 66 2 3 62
1

3

. , .
x

iii x x x x iv x x

x

 
     
 

. 

1  
2 32 33(2 ) 4 0x x    :منادله  ل کوو 

    
   

2
2 3 32 33.(2 ) 4 0 2 2 33 2 4 0x x x x        

2xy د   :په تنویض سره لرو چې 

   
2

2 33 33 4 8 4
8 33 4 0

2 8
y y y

      
    


 

 په دې اساس

2

1 1

31
2 28

4 2 2 2

2 2 3

x

x

y x

y x

     


     
 

د توانونو پمومي دواپرد لکره څرنګره چرې د نراطق او طبینري اپردادو لپراره صردق کروي،  قیقري            

 اپدادو ته هم صادق دي.

1.2   

)خرررلاف یرررو مثبررر  پررردد وي،    1د  aکررره چ ررررې   ) xf x a  ،ترررا عa    (داپرررده لرونکرررې نمرررایي

exp اکسپوننشیل( تا ع نومی ي. ځینې م ال لیکي: x

a x a 

 د اکسپوننشیل تا ع د تحول تحلیل لپاره  ندې دوې  یلګې په پام کې نیسو:

1   1
2

( )
x

f x   و ا( ) 2xg x  :توا ع په پام کې نیسو او اړوند مرافونه یې رسموو  
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 1.2مکل                                                           1.1مکل

)یو مثب  پدد او  aکه چ رې   ) xf x a :وي نو 

1a ده مشروط په دې چېمتزاید تا ع  f     )الف(  .مکل(. 1.1) وي 

1a  تا ع متنادص ده که چ رې f (ب ) .مکل(. 1.2) وي 

1a تا ع د f او     (د )  پاره،ل  ( ) 1f x   تا ع ده( ثا  )یوه . 

په هر  ال  کې د      (د )
xy a  مراف له 0  نقځې څخه ت ری ي. 1,

2.718په ریاضیاتو کې یو ترټولو ډیر م م پردد    281828 4e     دی، دغره پردد د

)اویلر پدد په نامه یرادی ي او   ) xf x e         ترا ع، د طبینري اکسپوننشریل ترا ع پره نامره یرادی ي او

)exp   کله، کله یې داسې لیکي: ) xx e 

 ع د نفوس ډېرېدو، د میکرو ونو په تکثیر، د او رو د بېرمرو کمروالي او زیات ردو او داسرې      دغه تا

نورو مسایلو کې ډېرره اسرتنمالی ي. د   
xey    ،ترا ع مرراف

xy 2      .1.3)ترا ع تره ورتره رسرمی ي 

  مکل(.

 

 مکل 1.3

ښکاره خبره ده چې 
xe  همxa :ته ورته ځانګړنې لري 

0 1 , ,x y x y x y x ye e e e e e e     
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xy e    ترا ع متزایرد او
xy e     اویلرر پردد او کرارونو پره اړه یرې د توا نرو       ترا ع متنرادص ده. د

 لیم  په  اب کې ډیر منلوما  درکوو.

1.3   

کرره چ رررې 
yx a 1و ا   0a   وي، پرره دې صررور  کررېy  پرردد ترره پررهx  داپررده دx  پرردد

logayلومارتم وایي او لیکي  xنو پاسیني دوه پبارتونه له یوه  ل سره منادل دي، یننې ، 

logy

ax a y x   

)په دې اساس  ) xf x a  1 وا( ) logaf x x     .مکل(. 1.4)توا ع د یوه  ل منکوس دي 

 

 مکل 1.4

1          1
2

33 01
2 72

8 2 log 8 3 , 8 log 8 3 , 1 7 log 1 0


          

         
 

24

10 0.110000 10 log 10000 4 , 100 0.1 log 100 2


      
 

     
 

33

10 0.10.001 10 log 0.001 3 , 0.001 0.1 log 0.001 3       

) له دې چرې   ) xf x a وا
1( ) logaf x x     توا رع د یروه

  ل منکوس دي او:

log 1 1( ( )) , log ( ( ))a x x

aa f f x x a f f x x     

   په دې اساس
log

, loga x x

aa x a x  

 نرردې ځررانګړنې   قیقرري پرردد لپرراره مثبرر  اپرردادو او   a ،b ،x  ،yد  

 صدق کوي:

 . log 1 0 , . log 1 , . log log loga a a a ai ii a iii xy x y    

     
   . log log log , . log logx

a a a a ay
iv x y v x x    
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  1. log log , , . log log loga a b ba
vi x x vii x a x 

   

          
   log log

. log log 1 , . a ay x

b aviii a b ix x y  

                     
. log log , . log loga b a ax x x a b xi x y x y      

 ثبو  

0 1. 1 log 1 0 , . log 1a ai a ii a a a      

log
.

log

log ( ) log log

u

u v u va

v

a

a a a

x u x a
iii xy a a xy a

y v y a

xy u v x y


   

   
  

    
 

                         

log
.

log

log log log

u x
u va

yv

a

x
a a ay

x u x a x a x
iv a

y a yy v y a

u v x y


   

   
  

    

 

. log ( )

log . log

u u

a

u

a a

v x u x a x a

x a x u x

 

    

    

    
 

1

. log ( ) log

log log log log

u u u

a a

a aa a

vi x u x a x a x a x u

x x x x



 

    




        

   
 

log
. ( ) log log log

log

u

v u uva

b a bv

b

x u x a
vii x b x b x uv x a

a v a b

   
      

  

. log log log 1b a bviii a b b   

 
log

log log oglog log
.

a
y y aa a

y
x x l yy x

ix x y y y


   

. log log

. log log

u u

a b

u

a a

x x u x a x b a b

xi x u y x a y x y

      

       
 

2   

            
 2

2 2 2 2 2. log 18 log (2 9) log 2 log 3 1 2 log 3i        

                                           

7

2 2 2. log 128 log (2 ) 7log 2 7 1 7ii      

 . log log ( ) log log log log
xy

b b b b b bz
iii xy z x y z     

  
4
3

. log 4 log log 3 log (4 ) log 3 log ( )xb b b b b biv x x     

             

1
2 1

2 2 22
. log 11 log (11) log 11v   

     
     

2
3 2 2

3 3
. log log log logx x

b b b by y
vi x y   
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 اړیکو څخه ښکاري چې  v،viله   

log logaa
x x

 
 

  ندې لومارتمي منادله  ل کړئ:   3

   

   4,250425

01002110212)21(log

21

22

10





xxxx

xxxxxx
 

  ندې لومارتمي منادله  ل کړئ.  4

  2510424log24loglog 2

101010  xxxx . 

1.4    

( پردد د داپردې پره تومره پره پرام کرې نیرول کیر ي او منمرو            10په دې لومرارتم کرې )  
10

log x   پره

log x :مکل لیکي، یننې 

10
log logx x 

 ندې ډول ف رس  کوو:د ځینو اپدادو منمولي لومارتم په   : 1

1000 100 10 1 0.1 0.01 0.001 x 

3 2 1 0 1 2 3 log x 

 مثب  پدد کولی مو په پلمي تومه داسې ولیکو xهر  

cax 10. 

101داسې چې   a  وي اوc یو تام پدد وي. په دې صور  کې 

  cacaaax cc  log10loglog10loglog10.loglog 

amپدد مشخصه)کرکترستیک( او  xlogپدد ته د  cدلته  log     ته یې مرانتیس وایری. لره دې

101چې   a 1و دی، نlog0  a  10کی ي، یننې  m. 

2  

       2. log 527 log 5.27 10 log 5.27 2 2 , log 5.27i c m         

       4. log 95000 log 9.5 10 log 9.5 4 4 , log 9.5ii c m         

        
   5. log 0.00005 log 5 10 log5 5 5 , log5iii c m        

                               
  3. log 1000 log10 3log10 3 3 , 0iv c m      

ه ه اپداد چې پین ردم او ترتی  لري د لومارتم مرانتیس یرې د اپشراري پلامرې او د ښري او کریڼ        (1)

لور صفرنو پرته، له یوه  ل سره مساوي دي. د ساري په تومه  log 4.81 0.6821 :دی خو 
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     4 4. log 48100 log 4.81 10 log 4.81 log10

0.6821 4 4.6821

i      

  
 

                

     2 2. log 481 log 4.81 10 log 4.81 log10

0.6821 2 2.6821

ii      

  
 

     3 3. log 0.00481 log 4.81 10 log 4.81 log10

0.6821 3 3 0.6821 3 . 6821

iii       

     
 

     2 2. log 0.0481 log 4.81 10 log 4.81 log10

0.6821 2 2 0.6821 2 . 6821

iv       

     
 

 :اوس پاسینۍ پایلې ف رس  کوو

 پدد مشخصه مانتیس لوگارتم

4.6821 0.6821 4 48100 

2.6821 0.6821 2 481 

0.6821 0.6821 0 4.81 

-1.3179 0.6821 -2 0.0481 

-2.3179 0.6821 -3 0.00481 

 

 سره مساوي دي. 0.6821نه له لیدل کی ي چې په جدول کې د ټولو اپدادو د لومارتم مانتیسو

له یوه څخه د غټو اپدادو د لومرارتم مشخصره، د صرحیح اردرامو څخره یرې یرو وا رد کمره ده.           (2)

 مثلاً 

 اپداد 425 9680 2345.9 200000

 مشخصه 2 3 3 5

لرره یرروه څخرره د وړو اپرردادو د لومررارتم مشخصرره ه رره منفرري پرردد دی چررې لرره اپشرراریې څخرره     (3)

 یو سره مساوي وي، د ساري په تومهوروسته د صفرونو له تنداد، جمع 

 اپداد 0.128 0.041 0.00065 0.00001

 مشخصه 1- 2- 4- 5-
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داپدې مځا ق ټاکل کی ي، خو مانتیس  ( 3و یا )ا( 2)د لومارتم مشخصه د پدد له مخې او د  (4)

 له جدول څخه تر سه کی ي.

ې وادرع دی، او د  سرتوع کر   3سرځر او   49( د لومرارتم مرانتیس پره    493د درې ردمي پدد)مثلا  (5)

 ستوع کې ځای لري)درې ردمي جدول کې( 8سځر او  59مانتیس په  598

 د یوه پدد لومارتم د مانتیس او مشخصې له مجموپې څخه تر سه کی ي. (1)

 مثلاً

 

 

log 48100 4 0.6821 4.6821

log 0.00481 3 0.6821 3.6821

  

   
 

 او  اید ووایو چې

3.6821 3 0.6821 2.3179     

logy  که چ رې  x10 په دې صور  کې، وي logyx anti y لکه. دی 

3log1000 3 log3 10 1000anti    

دمونررو مررم ر او یررا د اپشرراریې ځررای ټاکررل د پرردد   کرره د یرروه پرردد لومررارتم منررین وي د صررحیح ر  

 دمشخصې په برینه او د پدد اردام د مانتیس پواسځه له جدول څخه کی ي.

3 N :پدد وټاکئ په ه ه صور  کې چې  

. log 1.7016 , . log 2.3179i N ii N   

logلرره   1.7016N  0.7016څخرره ښررکاري چررېm  1و اc  پرره دې اسرراس د  پرردد  ،دی

دې چې دغه مانتیس په جدول وي. خو له  2صحیح ردمونو مم ر مشخصې ته یې په کتو سره  اید 

50.3Nپدد پورې اړوند دی، نو  اید  503کې   وي، په همدې تومه 

log 2.3179 2 0.3179 3 1 0.3179 3 0.6821N             

0.6821mنو ځکه  3و اc پردد مرانتیس    481پدد په جردول کرې د    0.6821 له دې چې. دی

 پدد دی په پایله کې:  3-مشخصه  Nدی او د دې په پام کې نیولو سره چې د 

0.00481N  

 د یادولو وړ ده چې پاسیني موارد پبار  دي له:

1.7016

2.3179

. log 1.7016 10 50.3

. log 2.3179 10 0.00481

i N N

ii N N 

   

    
 

نررن ورد د یرروه واړه مامررین  سرراب پرره برینرره کررولی مررو د لومررارتمي، نمررائي او مثلثرراتي    :

توا نو دیمتونه په ډېرې ږسانۍ ومم رو، له همدې وج ې لومارتمي او مثلثاتي جدولونه له نویو 

کتا ونو څخه لري موي دي نو په همدې تومه، انترپولیشن پملیه داسې غوټه مڼرل کیر ي چرې پره     

 خلاصی ي، داسې  ال کې چې دا اصلا د موتو کار دی. خوله
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طبیني لومارتم چې داپده یې اویلر   2.71827182e   پدد په پام کې نیول

کی ي، د ریاضي د تیوري مانو او دضایاوو په ثبو  لکه لیم ، مشرتق او داسرې نرورو  رخرو کرې      

 خورا کارونې لري او پبار  دی له:

ln log , 2.7182818285ex x e  

 له دې چې
log

, loge x x

ee x e x  سدی، په دې اسا 

ln , lnx xe x e x  

پره پرام     eو ا 10د دې دوو لومارتمونو د داپدو یننرې   

            کې نیول او د  ندې اړیکې  log log loga b bx a x 

 په کارولو سره لرو چې

     10log log 10 log log ln10 lne ex x x x   

     10 10log log log ln log loge x e x x e x   

 :خو له مم رنو تر سه موي چې 

log 0.434294 , ln10 2.302584e   

ترسرره کرړو چرې پره      د اپشاري لومارتم په کارولو سره کولی مو داسې مرم رنې  

پمل کې ستونزمنې او یا  تی ناممکن وي. لومارتم پملیه کرولی مري ضررب پره جمرع، تقسریم پره        

منفي، تواع په ضرب او جرر په تقسیم واړوي، خو د دې کارونو په ترڅ کې طبنا چې د لومارتم او 

 انتي لومارتم د مم رلو لپاره د  ساب مامین ته اړتیا پیښی ي.

 مثلا که وغواړو 
65

پدد ومم رو دغه کار سخ  دی او یا که وغرواړو   1.08
52 تر سره   954658

 کړو، دا پملیه غیر ممکن ده، خو دواړه یاد موي مم رنې د لومارتم په مرسته موني دي.

د توا نو د مشتق او  تی د نمائي توا نو ډېر مم ر لیمتونه د طبیني لومارتم په برینه په ږسانۍ    

 صور  مومي.

4   
10

100 1.08p  .پدد مم رو 

     

 

   

10 10

10

log log 100 1.08 log100 log 1.08 2 10log 1.08

2 10 0.0334 2.334 log 2.334

log 2.334 215.8 100 1.08 215.8

p

p

p anti

     
 

    

    

 

5   
5

7.284q  .پدد ومم رئ 

     

   

5

5

log log 7.284 5log 7.284 5. 0.8623 4.3115

log 4.3115 20490 7.284 20490

q

q anti q

   

    
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م کرال کرې زی دلری و، د زلزلرې د انردازې      1900چارلز ریشرتر امریکرایی زلرزه پروه پره       

لپاره یې یو مقیاس تنریف کړ چې وروسته  یا د ده په نامه مش ور مو. ریشتر مقیراس د میکرروع   

وع تررر ټولررو لرروړ دیمرر   پرره  سرراب د زلزلررې سررنج مامررین، د تړانګررې پواسررځه د څپررې د لمنررې  رردل   

 ریشتر وي، د زلزلې مرکزي سیمي په  شپړه تومه ورانوي. 8لومارتم دی. که چ رې زلزله 

میکرو متر او   11111111متر یننې  11که د زلزلې په مرکز کې د څپې تر ټولو لوړ  دلوع   1 

log(10ثانیره وي، د زلزلرې مرد  پبرار  دی لره       1Tد تناوب دوره یې  000 000) 7   ریشرتر

 ه.درجې څخ

1.5   

هایپر ولیک توا ع د فزیک او انجنیري مسایلو په تحلیل کې ډېرې کاری ي او ځینې وخ  د ه ره  

پرره برینرره د مشررتق او انتګرررال مررم رنې ډېرررې مټررورې او جررالبې وي. دغرره توا ررع د         
xy e  وا

xy e       لرري او  نمائي توا نو له ترکی  څخه منجته راغلي، مثلثاتي توا نرو تره ورتره ځرانګړنې

 دلته په لنډ ډول پ ژندل کی ي.

سرمبول او کوسراین هایپر ولیرک     (sinh)ساین هایپر ولیرک ترا ع د    

cosh)تا ع د  x  ) :سمبول سره د تنریف له مخې پبار  دي له 

sinh , , cosh ,
2 2

x x x xe e e e
x x x x

  
    

 .یو  قیقي پدد دی xداسې  ال کې چې

coshyله دې چې  x  و اsinhy x   د
xy e  واxy e   ړ له مجموس او تفاضل څخه جرو

موي نو په دې اساس  د مرافونو له مجموس او تفاضل څخه یې کولی مرو ټکری پره ټکری د دې دوو     

 مکل(. 1.5)هایپر ولیک توا نو مراف رسم کړو

مثلثاتي توا نو ته ورته تنجن  هایپر ولیک، کوتنجن  هایپر ولیک، سیکن  هایپر ولیرک او  

 .کوسیکن  هایپر ولیک توا ع هم په  ندې ډول منرفي کوو

sinh cosh
tanh , , coth , 0

cosh sinh

x x x x

x x x x

x e e x e e
x x x x

x e e x e e

 

 

 
     

 
 

                

1 2 1 2
sech , , csch , 0

cosh sinhx x x x
x x x x

x e e x e e 
     

 
 

1لررره دې چرررې  tanh 1x    دی، نررروtanhy x  1مرررراف د دووy  و اy x    مسرررتقیم

cothخځونررو ترررمنځ محرردود دی او پرره همرردې تومرره     1x  و اcoth 1x    دی پرره دې اسرراس د

cothy x  1مراف دy  و اy x   .مستقیم خځونو له محدودې څخه   ر دي 
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 په دې  رخه کې سراین هایپر ولیرک، کوسراین هایپر ولیرک، تنجنر  هایپر ولیرک او کوتنجنر        

 هایپر ولیک توا ع او اړونده منکوس یې په لنډ ډول مځر  کوو.

 

 مکل 1.5

 

 مکل 1.1مکل                                          1.1

هایپر ولیک توا ع له مثلثاتي توا نو سره ل  ماع تروپیر لرري،    

 دوو:دلته د   لګې په تومه  ندینۍ ځانګړنې یا

2 2

2 2

2 2

. cos sin 1

. tanh sec 1

. coth csc 1

i h x h x

ii x h x

iii x h x

 

 

 

 

 : د پاسینیو اړیکو ثبو  ږساع دی، د   لګې په ډول لومړی مساوا  ثبوتوو
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       

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

. cos sin
2 2

2 2

4 4

2 2 4
1

4 4

x x x x

x x x x x x x x

x x x x

e e e e
i h x h x

e e e e e e e e

e e e e

 

   

 

    
     

   

   
 

    
  

 

 :  ندې اړیکې ثبو  کړئ  1

. cosh( ) cosh cosh sinh sinh

. sinh( ) sinh cosh cosh sinh

i x y x y x y

ii x y x y x y

  

  
 

 د تنریف سره سم  

. cosh cosh sinh sinh
2 2 2 2

x x y y x x y ye e e e e e e e
i x y x y

      
    

2 2

4 4 4

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x ye e e e e e e e e e                    
  

   
2

cosh( )
4 2

x yx y x y x ye e e e
x y

     
    

 ii .اړیکه هم په ورته ډول ثبو  ک دای مي 

ې هایپر ولیررک توا ررع پرره دې ورترره وایرري، چررې پرره هررایپر ول کرر  

 دایروي توا نو ته ورته دي،  ندې اړیکو ته پام وکړئ.

) دایره (                                                2 2
cos

1
sin

x t
x y i

y t

 
  

 
 

)هایپر ول (                                          2 2
cosh

1
sinh

x t
x y ii

y t

 
  

 
 

پرره  i     اړیکرره کررې د دایرررې منررادلې او پرره ii      اړیکرره کررې د هررایپرا ول منررادلې پرره اصررلي او

ښودل موي دي. که چ رې پاسینیو منادلو له مخې دایره او هایپر ول په پام کې پارامتریک تومه 

 AOMزاویرې او یرا د یرادې دایررې د      AOMپرارامتر پره پرددي تومره، د      tونیسو په دایرره کرې   

stیننررې  مررکل(. 1.1)دځرراس د مسررا   لرره دوه چنررد سررره مسرراوي دی     2    دی. پرره ورترره ډول پرره

دځراس د مسرا   لره دوه چنرد سرره مسراوي        AOMول د پرارامتر د یراد هرایپر     tهایپر ول کې هرم  

 مکل(. 1.9)دی
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 مکل 1.9                                          مکل 1.1

 د هایپر ولیک توا نو د تنریف نا یې او د دیم  سیټونه

 د تا ع د دیمتونو سیګ د تا ع د تنریف نا یه تا ع

sinh x  ,   ,  

cosh x  ,   1 ,  

tanh x  ,   1 , 1 

coth x    , 0 0 ,      , 1 1 ,    

2sinhکه چ رې.2 x پاتې هایپر ولیک توا ع یې ومم رئ او  ،ويx .پدد تر سه کړئ 

2 2 2 2 2

2

cos sin 1 cos 1 sin cos 1 4

sinh 2 2 5
cos 5 cosh 5 tanh

cosh 55

h x h x h x h x h x

x
h x x x

x

       

       
 

   

1 5
coth , cosh sinh

tanh 2

ln(cosh sin ) ln( 5 2)

xx x x e
x

x x x

    

    

 

 وي. 4lnxهایپر ولیک توا نو دیم  داسې وټاکئ چې  xد   3

4xe،دی 4lnxله دې چې   وا
1x

x
e

e

  کی ي نو 

    

1
4

1
4

4 17
cosh cosh

2 2 8

4 15
sinh sinh

2 2 8

x x

x x

e e
x x

e e
x x






   


   

 

sinh 15 cosh 17
tanh , coth

cosh 17 sinh 15

x x
x x

x x
    
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.6 1  

ا ع یرې لومرارتمي وي،   له دې چې هایپر ولیک توا ع اکسپوننشیل ډوله دي، نو  اید منکوس تو

hx1sinدغررره توا رررع پررره    
  ،hx1cos

  ،hx1tan
hx1cotو ا         او یرررا یرررې پررره ترتیررر  سرررره پررره

arcsin hx ،hxarccos  ،hxarctan و اxarccoth .تومه ښیي 

 د هایپر ولیک توا ع تنریف د  ندې اړیکو له تنادله زی ېدلی.

arcsin sinh , arccos cosh

arctan tanh , arccot coth

y h x y x y h x y x

y h x y x y h x y x

     

     
 

yxhxy د  sinharcsin   :په پام کې نیولو سره لرو چې 

2 2

sinh 2
2

2 0 ( 2 ) 0

1 2 0 ( ) 2 1 0

y y
y y

y y y y y y

y y y y

e e
y x x e e x

e e x e e x e e

e x e e x e




 


     

        

       

 

arcsinاوس hxننېی y :د  ندې منادلې  ل دی   
2( ) 2 1 0y ye xe   

دلته په منادله کې 
ye z :وضع کوو څو  ندې مکل غوره کړي          

2 2 1 0z xz   

منلروم پردد فررض کیر ي، لره منمرول سرره سرم پره           xمج رول او   zپه دې دویم درجره منادلره کرې    

  ندې تومه  ل کی ي:

   

 

22 2

2
2

1 1 1

1
1

1

b ac x x

b x x
z x x

a

          

       
    

 

د منادلې  ل پبار  دی لهیننی 
2 1z x x   په دې اساس، څخه 

2 1ye x x   

نرو پره کریڼ لرور کرې د منفري پلامرې موجودیر          د وروستۍ اړیکې ښی لور په هرر  رال مثبر  دی،    

منتفي دی یننې 
2 1ye x x    و یاا 2ln 1y x x   له دې ځایه 

 2arcsin ln 1hx x x   

arcد tan tanhy hx x y  سره لرو چې: په پام کې نیولو 

 tanh

0 ( ) 0

y y
y y y y

y y

y y y y y y y y y y

e e
y x x e e x e e

e e

e e xe xe e e xe xe e e


 



   


      



          
  

             

 2 2 2 2 1
1

1 1 1 1 1
1 2 1 2 1

1 0 1 1

2 ln ln arctan ln

y y y y x
x

x x x
x x x

e xe x x e x e

y y hx




  
  

          

     
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 په همدې تومه نورې منکوس هایپر ولیک توا ع هم تر سه کی ي.

 توا عد لومارتمي توا نو په تومه منکوس هایپر ولیک 

   2 2arcsin ln 1 , , cos ln 1 , 1

1 1 1 1
arctan ln , 1 , coth ln , 1

2 1 2 1

h x x x x arc h x x x x

x x
h x x arc x x

x x

       

 
   

 

 

 د منکوس هایپر ولیک توا نو د تنریف نا یې او د دیم  سیټونه

 د تا ع د دیمتونو سیګ د تا ع د تنریف نا یه تا ع

sinharc x  ,   ,  

cosharc x  1 ,   ,  

tanharc x  1 , 1  ,  

cotharc x    , 1 1 ,       , 0 0 ,   

1.1 

  نو ، قیقي اپداد وي yوا x، مثب  اپداد bوا aکه چ رې   د اپدادو توانونه.

 

 

0 1. 1 , 0 , . , .

. , . , .

. , . , 0

. , .

m
n

x

x mn

a

x
y

x y x y x xy x y

y

x x
x x x

x

x y x x

i a a ii a iii a a

a
iv a a a v a a vi a

a

a a
vii ab a b viii b

b b

ix a a x y x a b a b



 

   

  

 
   

 

     

 

 .جرر

, 2 ,

, 2 1 ,

nn
x n k k

x
x n k k

  
 

  
 

)                                                                       نمائي تا ع.   ) , 1 0xf x a a    

) ویو مثب  پدد اa که چ رې. د نمائي تا ع ځانګړنې ) xf x a وي، نو: 

1a تا ع متزاید ده مشروط په دې چې f  )الف(     وي. 

1a  تا ع متنادص ده په ه ه صور  کې چې f(   ب) وي. 

1a د(   د)  ،لپاره  ( ) 1f x  ر سه کی يثا   تا ع ت . 

 په هر  ال کې د(   د)
xy aمراف له  0  .نقځې څخه ت ری ي 1,
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2.718       اویلر پدد. 281828 4e   

logy        .لوگارتم 

ax a y x   

 قیقي پدد ترمنځ  ندې ځانګړنې  مثب  اپدادو او a ،b ،x  ،yد د لومارتم ځانګړتیاوې.

 صدق کوي:

 

 

     

log

1

log log

. , . log , . log 1 0 , . log 1

. log log log , . log log log

. log log , . log log ,

. log log log , . log log 1 , .

a

a a

x x

a a a

a a a a a a

a a aa

y x

a b b b a

i a x ii a x iii iv a

x
vi xy x y vii x y

y

viii x x ix x x

x x a x xi a b xii x y






 

   

 
    

 

  

  

 

                        .(  منمولي لومارتم) اپشاري لومارتم 
10

log : logx x   

logد   x م(انتیسm )ا(و مشخصهc ). 

10 , , 1 10 log log , 0 1c

m

x a c a x a c m          

log             .لوگارتم  يانت int log 10yy x x y     

ln   طبیني لومارتم. log , 2.7182818285ex x e  

 د طبیني او اپشاري لومارتم ترمنځ اړیکې.

     log ln10 ln , ln log log

log 0.434294 , ln10 2.302584

x x x e x

e

 

 
 

 هایپر ولیک توا ع

sinh , , cosh ,
2 2

tanh , , coth , 0

x x x x

x x x x

x x x x

e e e e
x x x x

e e e e
x x x x

e e e e

 

 

 

 
   

 
   

 

 

2 2
sech , , csch , 0

x x x x
x x x x

e e e e 
   

 
 

 د هایپر ولیک توا نو ځینې ځانګړنې : 

2 2

2 2

2 2

. cos sin 1

. tanh sec 1

. coth csc 1

i h x h x

ii x h x

iii x h x

 

 

 

 

 د هایپر ولیک توا نو منکوس
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:

   2 2arcsin ln 1 , , cos ln 1 , 1

1 1 1 1
arctan ln , 1 , coth ln , 1

2 1 2 1

h x x x x arc h x x x x

x x
h x x arc x x

x x

       

 
   

 

 

 

1.1  

 . ندې افادې ساده کړئ .1

1
3 2 3 22 2

2 2 4

4 2
. , . , . , .

5 3

n

n

ab a a a
i ii iii iv

a b b b b


        
        

        
 

 .تمي منادلې  ل کړئ ندې لومار .2

   2 1 2 1. 2 3 2 1 0 , 3 28 3 9 0x x x xi ii       

 . ندې منادلې  ل کړئ .3

   

4

1
10

. 10 0.00001 , . 0.0001

. 0.1 1000 , . 100

x

xx

i ii x

iii iv

 

 
 

  ندې افادې د لومارتم مف وم په کارولو سره په اړونده منادل افادو واړوئ..  4

 
2 11

35
1 1 1 1

. 32 . , . 27
2 4 16 3

i ،iiiii
  

   
 

 

  ندې لومارتمي اړیکې په اړونده منادل اکسپوننشیل واړوئ.. 5

 1
1 9 4 16

6

. log 36 2 . log 81 2 . log 2i ،ii،iii     

 .لپاره  ل کړئx  ندې منادلې د.  1

2. log 0.001 3 , . log 5 , . log 1000 000 6x xi ii x iii     

 . ندې افادې ساده کړئ.1

     4 9. log log 3 , . log log , . log logx

x a x xi ii a iii x 

 .اده کړئ ندې افادې س .1

 
42

45 3
2

. log , . log , . log , . logb b

r s
i ii xy iii u iv x y

t

 
 
 

 

 . ندې افادې تو ید کړئ .9

b b b

2
. 4log log , . log x  log y  log z 

3
b bi m y ii   

  ندې منادلې  ل کړئ .11
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. log ( 9) log 2 , . logx  log(x-3) 1b bi x x ii     

           
31

2 2
. log log 36 2log 3 log 16b b b biii x    

  ندې منادلې ومم رئ. .11

0.001 0.1 0.1 0.01. log 10 , . log 0.001 , . log 1000 , . log 100i ii iii iv 

 .د  ندې لومارتمونو مشخصې تر سه کړئ .12

. log4536789 . . log34.6578 , . log5.0001 , . log0.0000234i ii iii iv 

 نرردې لومارتمونرره د مامررین  سرراب پرره مرسررته تر سرره کررړئ، ضررمنا د هررر یرروه مشخصرره او       .13

 مانتیس هم وټاکئ.

. log0.024 , . log2345.6 , . log10000 , . log213.001i ii iii iv 

14. N چې پدد مشخص کړي په ه ه صور  کې  

. log 5 , . log 5 , . log 1 , . log 0.5i N ii N iii N iv N      

15.  pپدد تر سه کړئ که چ رې 

. ln 2 , . ln 1 , . ln 0 , ln 1a p b p c p p     

 :  ندې اړیکې ثبو  کړئ.  11

2 2

. sinh( ) sinh cosh cosh sinh

. sinh(2 ) 2sinh cosh

. cosh(2 ) cosh sinh

i x y x y x y

ii x x y

iii x x x

  



 

 

 :  ندې اړیکې ثبو  کړئ.  11

2 2 2 2. tanh sec 1 , . coth csc 1

. sinh( ) sinh cosh cosh sinh

. sinh( ) sinh , . cosh( ) cosh

i x h x ii x h x

iii x y x y x y

iv x x v x x

   

  

    

 

 وښیئ چې:.  11

. sinh cosh , . sinh coshx xi x x e ii x x e      

 :  ندې اړیکې ثبو  کړئ .19

 2. cos ln 1 , 1

1 1
. coth ln , 1

2 1

i arc h x x x x

x
ii arc x x

x

   


 


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مثلثا  د ریاضي ه ه  رخه ده، چې د مثلث د اضلاس او زاویو ترمنځ اړیکې پکې مځر  کیر ي او  

پکرې مراملی ي. دغره مبحرث د توا نرو نظریرې او مخرتلا اپردادو سرره جالر  مناسربتونه            دایره هم 

لررري. مثلثررا  د دایررروي او مثلثرراتي توا ررع تررر پنوانونررو  نرردې هررم مځالنرره کرروي او د ریاضرري،       

فزیررک، سررتورپ ژندنې او داسررې نررورو څررانګو کررې ډېرررې کررارونې لررري. پرره دې څپرکرري کررې د دې    

 د په لنډه تومه مځر  موي دي.مبحث اساسا  او هندسي دواپ

1.1   

ج   لرونکې زاویه: په مثلثا  کې د زاویې لپاره یو ج   پره پرام کرې نیرول کیر ي. زاویره د ثا ر         

نقځې په ماوخوا د یروه نریم خرا لره دوراع څخره پبرار  ده، چرې مثبر  ج ر  یرې د سراپ   سرتنې             

نریم   OAنقځرې پره مراوخوا د       Oکې هره یروه زاویره د    مکل( 1.1))پقر ې( خلاف لوری دی. په 

OAخا له  رک  څخه په   .ال  کې جوړې موي  

 

 مکل 1.1

محور منځبق او راس یې د درایم   xکه چ رې د یوې زاویې لومړی ضلع په : د زاویې ستندرد  ال 

 1.2)ه  نردې مختصاتو مبدا فرض مي، ویل کی ي چې زاویره پره سرتندرد  الر  راوړل مروې ده پر      

 زاویه ستندرد  ال  لري.  وا   ،  ،کې هر یوه  مکل(

 

 مکل 1.2

 په پمومي تومه رادیاع او درجه د زاویې  اندازه نیونې منیارونه دي. 
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ه ه زاویه ده چې وسن )پراختیا( یې د پقر ې خلاف د یوه مکمل دور 
1

مه  رخه وي، پره  360

نقځې په ماوخوا څلور دایمې ځای لري. یننې که د دایرې محیا په  درجې 360دې اساس د یوې

مساوي دوسونو وویشل مي، د دایرې مرکزي زاویه چې د هریوه یراد مروي دروس پره مقا رل       360

 لیکل کی ي. 1ده چې په  ”درجه“کې پرته وي 

1 45  ،765  ،30  315وا        وسن  لرونکې زاویې په ستندرد  الر  کرې پره  نردې

 مکل(. 1.3)ي ديتومه ښودل مو

 

 مکل 1.3

د دایرې ه ې مرکزي زاویې څخه پبار  ده چرې د مخرامخ دروس اوږدوالری یرې د دایررې لره         .

 (. مکل 1.4)مناس سره مساوي وي 

 

 مکل 1.4

توري ښریي، یننرې کره د دایررې      د دایرې د محیا او دځر نسب  په  

دی او  2rي، دځرر یرې   و rاو مناس یرې   cمحیا 
2
c
r

       کیر ي. پره دې اسراس د دایررې د محریا

2اوږدوالی پبار  دی له  r .څخه 

              پدد غیر نراطق دی او د ارمرمیدس پردد پره نامره یرادی ي. دغره پردد لره اپشراریې وروسرته ترر

زرمونو ردمونو پورې مم رل موی او په کتا ونو کې ثب  موی. پره سراده مرم رنو کرې یرې  سریا       

یا 3.14دیم  
22
په پام کې نیسي، او د اپشراریې وروسرته لسرو ردمونرو پرورې یرې دیمر          پدد  7

 پبار  دی له:

3.1415926535  

د دایرې مناس وي، په  rڅخه پبار  دی، داسې  ال کې چې  r2له دې چې د دایرې محیا له  

 منادل دی یننې: 360رادیاع چې د  6.28رادیاع یا تقریبا  2دې تومه د یوه نقځې ماوخوا 
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180 . 3.141 592 654 5 . 3.14 .rad rad rad    

رادیراع منرادل ده، پره دې     2درجه د  360: لکه څرنګه چې وویل مول 

 ومنو، نو لرو چې: Rاو د رادیاع په  ساب  Dاساس که د یوې زاویې وسن  د درجې په  ساب  

360 2 180

D R D R

 
   

 د ورستي تناس  په برینه کولی مو درجه په رادیاع او   رته رادیاع په درجه واړوو.

 په رادیاع واړوئ:زاویې  30 ،45 ،60 ،90 ،270: مثا ل 2

30 30
30

180 180 6

R
D R rad

 


      

45 45
45

180 180 4

R
D R rad

 


      

  په همدې تومه
3

60 , 90 , 270
3 2 2

rad rad rad
  

      

 د رادیاع او درجې وا دونو، مقایسوي جدول

 360 270 180 90 60 45 30 1 درجه

 رادیاع
180
 

6
 

4
 

3
 

2
  2

3
 2 

مرکررزي زاویررې د مقا ررل درروس    د رادیرراع  پرره اسرراس د   lکرره چ رررې   

lد اړونده دایرې مناس وي، نو  rاوږدوالی او  r .دی 

بنا د مناس له جنسه د دایرې  دوس اوږدوالی، د اړونده دایرې د مرکزي زاویې لره وسرن  سرره    طثبو  :

رادیاع وسن  لرونکې زاویه موجروده ده او د دایررې    2متناس  دی. نو د یادې نقځې په ماوخوا کې 

2رادیرراع زاویررې د مقا ررل درروس اوږدوالرری(   2د محرریا اوږدوالرری)د  r 1.5)وا ررد اوږدوالرری دی 

 زاویې د مقا ل دوس اوږدوالی د  ندې اړیکې په اساس تر سه کی ي: دې تومه د په  مکل(

    د دوس اوږدوالیزاویه                                                                                                 

 2 2 2 2

2 2

r r
l r

l r l

     


  


      

 

 مکل 1.5
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یې اړونده مناس وي، نوr ا   اود دایرې مس Sکه 
2S r .کی ي 

تقسریم کرړو، تر سره مروي مثلرث ډولره       مرانو  که چ رې د دایررې مسرا   پره مسراوي دځراس      ثبو  :

مررکلونه د یرروه  ررل ترڅنررو پرره متنرراوب ډول داسررې ک رر دو چررې یررو تقریبرري مسررتځیل ترررې تر سرره   

او د دایررې مسرا      مي)هر څومره چې مثلثونه ډېر وي، اړوند مستځیل یې هم ښره مجسرم کیر ي   

  سره د مستځیل له مسا   سره مساوي کی ي، که چ رې د دځاس مم ر  یتناهي یپه مناس  تقر

 1.1) مي ښکاره ده چې د دایرې مسرا   د یروه وادنري مسرتځیل لره مسرا   سرره مسراوي کیر ي         

. خررو اوس پوښررتنه کرروو چررې د مسررتځیل اوږدوالرری او پرررض څررو دی؟ کرره ځیررر مررو د دې      مررکل(

aل پررررررض لرررره  مسررررتځی  r     سرررررره او اوږدوالرررری یرررررې د دایرررررې محررررریا لرررره نیمرررررایي یننرررررې

2
2 2
C rb r     سره مساوي دی، نو د دایرې مسا   هماغه د مستځیل مسا   دی چې د

 اوږدوالی او پرض له  اصل ضرب څخه په  ندې تومه تر سه کی ي، 

2S ab r r r     

 

 مکل 1.1

 د  Kې مسررا  ، د دایررر Sمرناس،    r،کره چ رررې پرره یروه دایررره کررې    :

 رادیاع زاویې د مخامخ دځاس مسا   وي، نو

21

2
K r 

د دځاس او مخامخ زاویې مسا   یې د دایرې او مخرامخ زاویرې لره مسرا   سرره مسراوي        ثبو  : 

 رادیاع، په دې اساس: 2دی یننې 

 مسا        زاویه

2
21

2 2 2 2 2

K K S r
K r

S S

   


   
      

 زاویې مخامخ دځاس مسا   پبار  دی له: په دې اساس د 

21

2
K r 
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ځراس اړونرد د دروس اوږدوالری او د دځراس مرکرزي زاویرې کمیتونرهر د دایررې          د دځاس مسرا  ، د د 

 ، یننېمکل( 1.1)مسا  ، د دایرې محیا او د یوه دوراع د زاویې له وسن  سره مساوي دي

2

K l

S C




  

 

 مکل 1.1

105مناس لري، د محیا اوږدوالی، مسا  ، د   10cmیوه دایره   3
0

زاویې مخرامخ دروس     

 ویې مخامخ دځاس مسا   یې تر سه کړئ.اوږدوالی او د دې زا

2                د دایرې محیا  2(3.14)10 62.8C r cm   

       د دایرې مسا  
2 2 2(3.14)10 314S r cm   

0 7
105

12
rad


 

                     د دوس اوږدوالی
7 7 3.1425

10 10 18.32
12 12

r cm



   

      
   

 

   د دځاس مسا  
2 2 2 21 1 7 1 7 3.1415

10 10 183.17
2 2 12 2 12

A r cm



   

      
   

 

1.2    

 که چ رې  په ستندرد  ال  کرې زاویره،  د دویمرې ضرلنې)له مبردا پرتره(       

پرمخ پرته نقځه وي، له دې چې 
2 2r x y   د 0,0وا ,x y     نقځو تررمنځ واټرن او د درایم

 xاو ترڅنرو ضرلع یررې    yزاویرې مخرامخ ضرلع     الزاویرې مثلرث وترر دی، پره دې صرور  کرې د       

 زاویې مثلثاتي نسبتونه پبار  دي له: ، د مکل( 1.1)ده

sin , cos , tan
y x y

r r x
     

csc , sec , cot
r r x

y x y
     

 طبنا په وروستیو څلورمونو  ا تو کې مخرجونه  اید صفر نه وي.
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 مکل 1.1

یرروه  رراده زاویرره وي، د زاویررې سرراین د مثلررث مخررامخ ضررلنې او وتررر نسررب  دی، د زاویررې      کرره 

کوساین، د مثلث ترڅنو ضلنې او وترر نسرب  دی، تنجنر  د مثلرث د مخرامخ او ترڅنرو ضرلنې        

 نسب  دی. خو درې سیکن ، کوسیکن  او کوتنجن  نسبتونه یې منکوس نسبتونه دي.

 مثلثاتي زاویو د نسبتونو امارې په څلورمونو سیمو کې د

 sin cos tan cot  رخه/ سیمه

     لومړی  رخه
     دویمه  رخه

     دریمه  رخه
     څلورمه  رخه

د مثلثاتي نسربتونو او اړونرده مرکلونو پره پرام کرې نیولرو سرره لررو           

 چې:

       

sin cos
tan , cot

cos sin

y x
r r

yx
r r

y x

x y

 
 

 
      

      

1 1
sec , csc

cos sin

r r
r r

yx
r r

r r

x y
 

 
      

              

2 2 2 2 2
2 2

2 2
sin cos 1

y x x y r

r r r r
 

   
        

   
 

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2
tan 1 1 1 sec

y y x y r

x x x x
 

 
        

 
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2
cot 1 1 1 csc

x x x y r

y y y y
 

  
        

 
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 په دې اساس

2 2

2 2 2 2

1 1 1
sin , cos , tan

csc s c cot

sin cos
tan , cot , sin cos 1

cos sin

1 tan sec , 1 cot csc

e
  

  

 
   

 

   

  

   

   

 

د دې زاویې لومړی او دویمه ضلع په یوه  ل ، زاویه په ستندرد  ال  اړوو 0 :زاویۀ(0مثال )1

منځبق ده او د دویمې ضلنې ن ایي نقځره پبرار  ده لره     1 , 0P      څخره، لره مبردا څخره دP   واټرن

1r  سم لرو چې:نو د تنریف سره  مکل(، 1.9)په پام کې نیول کی ي 

0 1
sin 0 0 , cos0 1

1 1

0 1
tan 0 0 , sec0 1

1 1

y x

r r

y r

x x

       

       

 

cotښکاره ده چې  0 csc0 .نامنین دي، ځکه چې پدد په صفر نشي تقسیم ک دلی 

 

 مکل 1.9

زاویه په ستندرد  ال  اړوو، د دویمې ضرلنې ن رایي نقځره     90: زاویۀ(90مثال) 2 0 , 1P  ،ده

1rواټن له مبدا څخه  Pد   نو د تنریف سره سم لرو چې:مکل( 1.11)په پام کې نیول کی ي ، 

1 0
sin 90 1 , cos90 0

1 1

1 0
c90 1 , t 90 0

1 1

y x

r r

r x
cs co

y y

       

       

 

tan90 واs c90e ن دي.هم غیر منی 
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 مکل 1.11

زاویره پره سرتندرد  الر  اړوو، د دې زاویرې لرومړی او دویمره ضرلع          180 :زاویرۀ( 180مثال )3

متقا لا د یروه  رل پره اوږدو کرې وادرع دي او د دویمرې ضرلنې ن رایي نقځره یرې            1, 0P    ده، لره

1rواټن  Pمبدا څخه د   نو د تنریف سره سم لرو چې: مکل(، 1.11)په پام کې نیول کی ي 

0 1
sin180 0 , cos180 1

1 1

0 1
tan180 0 , sec180 1

1 1

y x

r r

y r

x x


        

        


 

 هم غیر منین دي.csc180واcot180البته 

 

 مکل 1.11

د دویمررې ضررلنې ن ررایي نقځرره   :زاویررۀ(270مثررال )4 0 , 1P    ده، لرره مبرردا څخرره دP  واټررن

1r  نو د تنریف سره سم لرو چې:مکل( 1.12)دی ، 

1 0
sin 270 1 , cos 270 0

1 1

1 0
c 270 1 , t 270 0

1 1

y x

r r

r x
cs co

y y


        

        
 

 

tanدلته 270 واs c270e .هم غیر منین دي 
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 مکل 1.12

: متساوي ا ضلاس مثلث داسې په پام کې نیسو چرې د هررې ضرلنې    (اویېز 60وا30مثال )5

که د دې مثلث یوه میانه چې په پین وخر  کرې د همردې     مکل(. 1.13)وا ده وي  2ی یې اوږدوال

مثلث ارتفاس هم ده وټاکو، د فیثاغورس د دضیې له مخې ښکاري چرې د یرادې ارتفراس اوږدوالری     

وا ررد دی. پرره دې اسرراس ارتفرراس، دغرره مثلررث پرره دوو مثلثونررو تقسرریم کرروي چررې د هررر مثلررث    3

 دي.  2وا 3،  1د مخامخ اضلاپو اوږدوالی یې په ترتی  دي او  90وا 30  ،60زاویې 

 

 مکل 1.13

 اوس یو له دغه مثلثونو څخه ستندرد  ال  ته واړوو، د تنریف له مخې لرو چې: که

1 3 1 3
sin 30 , cos30 , tan 30

2 2 33

3 1 3
sin 60 , cos60 , tan 60 3

2 2 2

    

     

 

 د پاسینیو دیمتونو له منکوس کولو څخه تر سه کوو.و کوتنجن  اسیکن  ، کوسیکن   د دې زاویې

سرراوي السررادین مثلررث پرره پررام کررې نیسررو چررې د هررر سرراق     : دررایم الزاویرره متزاویررۀ(45مثررال ) 1

وا رد   2وا د وي. د فیثراغورس دضریې لره مخرې د دې مثلرث د وترر اوږدوالری         1اوږدوالی یې 

. دغه مثلث دایم مختصاتو سیستم ته په کتو داسې ټاکو چې پکې مکل( 1.14)دی
45   زاویه په

 ستندرد  ال  کې وادع مي.
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 مکل 1.14

1 2 1 2 1
sin 45 , cos 45 , tan 45 1

2 2 12 2
       

د پاسینیو دیمتونرو لره منکروس ک ردو څخره       و کوتنجن اسیکن  ، کوسیکن  و د دې زاویالبته 

 تر سه کی ي.

 د منمولي زاویو مثلثاتي نسبتونه

3
2

270   180   
2

90   
3

60   
4

45   
6

30   0  

1 0 1 3

2
 

2

2
 

1
2
 0 sin 

0 1 0 1
2
 2

2
 

3

2
 1 cos 

 0  3 1 3

3
 0 tan 

0  0 3

3
 1 3  cot 

1r د یننې وا د دایره ه ه دایره ده چې د مناس اوږدوالی یې یو وا      او مرکرز یرې د

له افقي  OH. په  ندې مکل کې چې د وا د دایرې دی مکل( 1.15)مختصاتو په مبدا وادع وي

1OHزاویه جوړوي او  محور سره  r  :ښکاره ده چې ، 

sin , cos
1 1

KH KH OK OK
KH OK

OH OH
       

 

 مکل 1.15
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TTضمنا په مثلثاتي دایره کې د    واKK     مماسونو په پام کې نیولو سره او د مثلثونرو تشرا ه

 و چې:ته په کتو سره لر

n , cot
1 1

AP AP OA BZ BZ
ta AP BZ

OA AP OB
        

sec په همدې تومه کولی مو وښیو OP  و اcsc OZ  په پایله کې ر 

sin n sec
, ,

cos cot csc

KH ta AP OP

OK BZ OZ

  

  

  

  
 

په دې اساس مپ  مثلثاتي نسبتونه د مثلثاتي دایرې په پرتله له یوه ج   لرونکې دځنه خا سره 

د مماسرونو   cotوا tan،د پمودي او افقري محرور پررمخ،      cosوا sinمساوي دي چې 

و دې ټولرو تره  مثلثراتي خځونره     د دایررې د دراطع پررمخ وادرع دي ا     cscوا secپرمخ او  را خر  

 وایي.

 1.11)زاویررې پرره سررتندرد  الرر  داسررې رسررموو    وا دوې    

چې  مکل( ,P x y وا ,Q x y    نقځې یې د ن ایي اضلاپو په مخ پرترې وي، د دې زاویرو

 مثلثاتي نسبتونه پبار  دي له:

     

cossin tan
, ,

cossin tan

y yx
rr x

y yx
rr x

 

  

   
  

      
 

 په دې اساس

 

 مکل 1.11

 

 

 

 

 

 

sin sin csc csc

cos cos , sec sec

tan tan cot cot

   

   

   

     

   

     
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1.3   

Aوا A  ،Bد  B        زاویو د مثلثاتي نسبتونو ترمنځ اړیکرې چرې د زاویرو د مجمروس او تفاضرل

 مثلثاتي نسبتونه نومی ي، پبار  دي له:

 sin sin cos cos sinA B A B A B   

 cos cos cos sin sinA B A B A B   

 sin sin cos cos sinA B A B A B   

 cos cos cos sin sinA B A B A B   

 

 1.11مکل

نقځره د     R، مرکل(  1.11)زاویې په منیاري  ال  رسرموو   Bو ا Aپه وا د دایره کې  ثبو  :

 POQزاویرې سرره مسراوي وي،     Bزاویه د  PORکې نیسو چې وا د دایرې پرمخ داسې په پام 

مثلثونه متشا ه دي. په دې اسراس   ROSاو    d RS d PQ  او دP  ،Q  ،R و اS   نقځرو

 مختصا  پبار  دي له:

      

     

: cos , sin , : cos , sin

: cos[ ] , sin[ ] cos , sin , : 1 , 0

P A A R A B A B

Q B B B B S

 

   
 

له دې چې   d RS d PQ دی، نو 

         
2 2 2 2

cos 1 sin 0 cos cos sin sinA B A B A B A B         

 ېینن

         
2 2 2 2

cos 1 sin 0 cos cos sin sinA B A B A B A B         

 یا

     2 2

2 2 2 2

cos 2cos 1 sin

cos 2cos cos cos sin 2sin sin sin

A B A B A B

A A B B A A B B

     

     
 

 له دې چې
2 2cos sin 1   د هرې نو پاسینۍ اړیکه پبار  ده له:، زاویې لپاره صدق کوي 
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 

 

 

1 2cos 1 1 2cos cos 1 2sin sin

2 2cos 2 2cos cos 2sin sin

2cos 2cos cos 2sin sin

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

      

     

     

 

 تقسیموو، نو تر سه کی ي: 2په  د وروستۍ اړیکې دواړې خواوې

   cos cos cos sin sin 1A B A B A B   

اوس له A B A B    او  1 مساوا  څخه لرو چې 

        

cos sin

cos cos cos cos sin sin
B B

A B A B A B A B


        

 په دې اساس 

   cos cos cos sin sin 2A B A B A B   

د  
2

A  واB   لپاره د 2 :مساوا  له تځبیق څخه کولی مو ولیکو 

 2 2 2

0 1

cos cos cos sin sin       

 نو

   
2

cos sin 3    

 لپارهcosد 2 2
     وضع کولو څخه لرو چې 

 

   

 

2 2

2 2 2 2

0 1

2

cos cos

cos cos sin sin

sin

 

   



 

 



    

   

 

 

 په دې اساس

   
2

sin cos 4    

د 3 و ا 4 اړیکو او د sin A B لپاره A B   :تنویض په پام کې نیولو سره لرو چې 

     

   

2 2

2 2

sin cos

sin cos cos

cos cos sin sin

A A

A B A B A B

A B A B

 

 

            

    

  نو

   sin sin cos cos sin 5A B A B A B   

او  ا خره د sin A B د تر سه کولو لپاره له 5 :اړیکې څخه لرو چې 

        

cos sin

sin sin sin cos cos sin
B B

A B A B A B A B


        
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 په دې اساس

   sin sin cos cos sin 6A B A B A B   

 :(د زاویو د مجموس تنجن مثال )1

sin( ) sin cos cos sin
tan( )

cos( ) cos cos sin sin

sin cos cos sin

tan tancos cos cos cos
cos cos sin sin 1 tan tan

cos cos cos cos

A B A B A B
A B

A B A B A B

A B A B

A BA B A B
A B A B A B

A B A B

 
  

 




 




 

tan tan
tan( )

1 tan tan

A B
A B

A B


 


 

 مي تر سه کوو چې:تنویض  B په B که په وروستۍ اړیکه کې

tan tan
tan( )

1 tan tan

A B
A B

A B


 


 

 وښیئ چې  2 2
tan cot   وا 2

cot tan   .دي 

د  3 وا 4 :اړیکو په پام کې نیولو سره لرو چې 

 
 

2

2

sin cos
tan cot

2 cos sin





 
 

 

 
    

 
 

 
 

2

2

cos sin
cot tan

2 sin cos





 
 

 

 
    

 
 

د زاویررو  مجمرروس او تفاضررل دوانینررو پرره کررارولو سررره،  نرردې اړیکررې پرره ږسررانۍ ثبررو        3

 ک دای مي:

           

   

   

. sin sin , cos cos

. tan tan , cot cot

i

ii

     

     

    

     
 

           

   

   

. sin sin , cos cos

. tan tan , cot cot

iii

iv

     

     

     

   
 

             

   

   

. sin 2 sin , cos 2 cos

. tan 2 tan , cot 2 cot

v

vi

     

     

   

   
 

    

   

   

. sin 2 sin , cos 2 cos

. tan 2 tan , cot 2 cot

vii

viii

     

     

   

     
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   

   
2 2

2 2

. sin cos , cos sin

. tan cot , cot tan

ix

x

 

 

   

   

    

     
 

Aکه د جمع په فورمولونو کې   B     مي، نو لرو چې:تنویض 

sin(2 ) sin( ) sin cos cos sin          

 ېینن

sin(2 ) 2sin cos   

 په همدې تومه

2 2

2

2 tan
cos(2 ) cos sin , tan(2 )

1 tan


   


  


 

 اویو د دوچند دوانینو په کارولو سره لرو چې:د ز 

 

 

2 2 2 2

2 2 1
2

cos(2 ) cos sin cos(2 ) 1 sin sin

cos(2 ) 1 2sin sin 1 cos(2 )

x x x x x x

x x x x

     

     
 

 په ورته ډول

 

 

2 2 2 2

2 2 1
2

cos(2 ) cos sin cos(2 ) cos 1 cos

cos(2 ) 1 2sin cos 1 cos(2 )

x x x x x x

x x x x

     

      
 

 په پایله کې دوه  ندې فورمولونه تر سه کی ي:

   2 21 1
2 2

sin 1 cos(2 ) , cos 1 cos(2 )x x x x    

 وروستۍ اړیکه د لوړ تواع لرونکو مثلثاتي توا نو په انتګرال نیونه کې کاری ي.

 رولو سره کولی مو ولیکو:د نیمایي زاویو د اړیکو په کا 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2sin cos 2sin cos
sin 2sin cos

1 cos sin

x x x x
x x

x x
x   


 

 

2 2 2 2
2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
2

2 2 2

2 2 2 2

2sin cos sin 2sin

cos cos cos 2

2 2cos sin cos sin sin
2

cos cos cos cos

2 2 tan

1 tan1

x x x x

x x x

x x x x
x

x x x x

x

x
   

 
 

هم دtanوا cos په همدې تومه
2

tan 
چرې تر سره کرول او ثبرو  یرې د       ،له جنسه ښودل کی ي

 کورنۍ دندې په تومه تاسې ته پرېښودل کی ي، په پایله کې

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 tan 1 tan 2 tan
sin , cos , tan

1 tan 1 tan 1 tan

x x x

x x x
x x x


  

  
 

 دغه اړیکې د ځینو غیر ناطق توا نو په تنویضي انتګرال نیونه کې کاری ي.
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1.4   

 د مثلثاتي نسبتونو  اصل ضرب کولی مو په اړونده مجموس یې واړوو، پوهی و چې:

sin( ) sin cos cos sinA B A B A B   

sin( ) sin cos cos sinA B A B A B   

 له دې ځایه لرو چې:

sin( ) sin( ) 2sin cosA B A B A B    

 
1

sin cos sin( ) sin( )
2

A B A B A B     

 په همدې تومه د  یلا یلو نسبتونو  ضرب  اصل تر سه کی ي.

 په دې اساس

 
1

sin cos sin( ) sin( )
2

A B A B A B    

 
1

cos sin sin( ) sin( )
2

A B A B A B    

 
1

cos cos cos( ) cos( )
2

A B A B A B    

 
1

sin sin cos( ) cos( )
2

A B A B A B    

x  که په دغه اړیکو کې A B   و اy A B  2 په پام کې ونیسو

x yA  2و  ا

x yB  

 ب فورمولونه  ندې مکل ځانته غوره کوي.تر سه کی ي. په دې اساس د ضر

sin sin 2sin cos
2 2

x y x y
x y

 
  

sin sin 2cos sin
2 2

x y x y
x y

 
  

cos cos 2cos cos
2 2

x y x y
x y

 
  

cos cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

 
   

1.5    

وي مخرامخ اضرلاس یرې پره       Cوا A  ،Bکه چ رې د یوه مثلرث داخلري زاویرې     د ساینونو دانوع:

 ، نومکل( 1.11)وي  cوا a  ،bترتی  

sin sin sin

a b c

A B C
  
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 یې متناس  دي. یننې د یوه مثلث د زاویو ساینونه د مخامخ اضلاپو سره

 

 مکل 1.11

 مکل څخه لیدل کی ي چې: 1.11: له ثبو 

sin sin
sin sin

sin sin sin sin

h
c

h
a

A h c A a c
c A a C

C h a C A C

  
   

  
 

 په همدې تومه د مثلث د دویمې ارتفاس په پام کې نیولو سره تر سه کی ي چې:

sin sin

b c

B C
 

 د دوو
sin sin

a c

A C
 و ا

sin sin

b c

B C
:اړیکو له پرتله کولو څخه پایله تر سه کی ي چې 

sin sin sin

a b c

A B C
  

ې ضرلنو لره مر رع څخره د هماغره      په هر مثلث کې د هرې ضرلنې مر رع د دوو پرات     

دوو ضلنو او د دوی ترمنځ د زاویې کوساین د  اصل ضرب په اندازه وړوکرې ده، یننرې کره د یروه     

 وي، نو cوا a  ،bاو مخامخ اضلاس یې په ترتی   CواA  ،Bمثلث داخلي زاویې 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

   


  
    

 

 

 مکل 1.19
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راس یرې د   Cچرې   مثلث دایم مختصاتو ته په کتو له مکل سره سم داسې اپیراروو  ABC: ثبو 

اوس د  مرکل(،  1.19)محرور پره مثبر  لروري منځبرق وي      Oxضرلع د   CBمختصاتو پره مبردا او   

( ,0)B a وا( , )A x y  نقځو ترمنځ واټن چې لهc   :څخه پبار  دی په  ندې تومه مم رو 

     
2 2 22 20c x a y c x a y        

cosx د دې په پام کې نیولو سره چې  b C واsiny b C :وي، لرو چې 

                                                       
   

2 22 cos sinc b C a b C   

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 cos cos sin

2 cos cos sin

c a ab C b C b C

c a ab C b C C

    

    
 

                                                

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

c a ab C b

c a ab C b

   

   
 

                                               
2 2 22 cosc a ab C b    

 دوې نورې اړیکې هم په همدې طریقه ثبو  کی ي.

1.1   

  sinf x x  تا ع دx  ټولو  قیقي اپدادو لپاره، دsin   تا ع ده او دx زاویې اندازه د رادیاع 

cosپه  ساب ده. ورته تنریف د  in  ،tan ،cot  ،sec واcsc .توا نو لپاره هم مځر  کی ي 

 f    ترا ع ترهرp       تنراوب درلرودونکې متناوب)پریودیرک( ترا ع وایري، کره

0Pچ رې      تر ټولو وړوکی مثب  پدد وي چرې لرهfD    څخره هررx    ،پردد ترهx p     پردد هرم پره

fD کې مامل وي او ( ) ( )f x p f x 
 

)، مثلا  مي ) sinf x xد تناوب دور و  ا دهب متناو

) دی، ځکه چې2 یې 2 ) sin( 2 ) sinf x x x    
 
) په همدې تومه  ) cosg x x  ترا ع

 دی. 2 او تناب یې متناوب ده

)د  2     ) sin 4f x x .تا ع تناوب وټاکئ 

) دpفرضا     )f x په دې صور  کې، تا ع تناوب وي 

( ) ( ) sin[4( )] sin 4 sin(4 4 ) sin 4f x p f x x p x x p x        

   

2
4 2

4 2
p p

 
     

)په دې اساس د  )f x تا ع پریود پبار  دی له
2

p


 .څخه 

sinyې د پوهی و چ  x واcosy x  2توا نو تناوب  پدد

اوږدوالری پره درلرودو سررره     2دی، پره دې اسراس د یرادو توا نرو مررراف پره ټراکلي انترروال کررې د        
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تکراریرر ي، پرره دې اسرراس د دې تررا ع مررراف پرره   0 , 2 و امررکل(  1.21) انتررروال کررې رسررمی ي

 .مکل( 1.21)

2 
2

3  
2
 0 x 

0 -1 0 1 0 xsin 

1 0 -1 0 1 xcos 

دیمر ( د رادیراع لره جنسره مرم رل کیر ي، او پره دې تومره         xزاویې وا د)د  د یادولو وړ ده چې د 

3.14  2و ا 6.28   .په پام کې نیول کی يcosy sinx y  

 

 مکل 1.21

 

 مکل 1.21

sinلیررردل کیررر ي چرررې د دوو    یننررری x واcosx    ترررا ع د تنریرررف نا یررره  قیقررري اپرررداد  دي او د

 انتروال دی، یننې  [1,1-]دیمتونو نا یه یې 

sin cos sin cos, [ 1,1]in inD D R R     

sin ضمنا x تا ع تاق او cosx ع جف  ده ځکه چې:تا  

sin( ) sin , cos( ) cosx x x x     

له دې چې 
sin

tan
cos

x
x

x
 و ا

cos
cot

sin

x
x

x
 ،نو ځکه دی 

   tan cot: cos 0 , : sin 0D x x D x x      

tanواcot   توا ع متناوب دي او تنراوب یرې د. دیtany x     مرراف کرولی مرو پره 2 2
, 

 مکل(. 1.22)کړومځالنه انتروال کې 

2

 

4

 0 4

 
2
 x 

 1 0 1  tanx 
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 مکل 1.22

2
x  مستقیمونه د tany x .منحني مجانبونه دي 

coty ه دپه همدې توم xلپاره په  0 , :انتروال کې لرو چې 

 3
4

 

2

 

4

 0 x 

 1 1 1  cot x 

 

 
 

 مکل 1.23

0x  واx مستقیمونه د coty xمکل( . 1.23)پمودي مجانبونه دي 

secy د  x واcscy x     توا نو مرافونه د سراین او کوسراین

 .مکل( 1.25و )امکل(  1.24)توا نو په پرتله رسموو



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 167

 

 مکل 1.24

 

 مکل 1.25

 د مثلثاتي توا نو د تنریف او دیمتونو نا یې

 د تا ع د دیمتونو سیګ د تا ع د تنریف نا یه تا ع

sin x   1 , 1 

cosx   1 , 1 

tan x  tan : ,cos 0D x x x    ,   

cot x  cot : ,sin 0D x x x    ,   

secx  sec : ,cos 0D x x x      , 1 1 ,    

cscx  csc : ,sin 0D x x x      , 1 1 ,    

1.1    

هیع یوه مثلثاتي توا ع هم یو په یو نه ده، په دې اساس ویلری مرو چرې مثلثراتي توا رع پره پمرومي        

ه منکوس نلري، خو کولی مو د تنریف نا یې یې داسرې محردودې کرړو چرې اړونرد توا رع پره        توم

))یو په یو(( توا نو واوړي، په دې صرور  کرې  یرا منکروس لرونکرې توا نرو  انردې اوړي. د دې        

 توا نو د تنریف نا یو د محدود کولو یو تر ټولو منمول امکاع په  ندې تومه مځر  کی ي:
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 ثاتي توا عمنکوس لرونکې مثل

 د تا ع دیمتونو سیګ د تا ع تنریف نا یه تا ع

sin x 
2 2

,     1 , 1 

cosx  0 ,   1 , 1 

tan x  2 2
,   ,   

cot x  0 ,   ,   

secx  2 2
0 , ,        , 1 1 ,    

cscx  2 2
, 0 0 ,        , 1 1 ,    

له دې چې پاسینۍ توا ع یو په یو دي، په دې اساس منکوس توا ع هم لري، چې د  ندې جدول له 

 مخې تنریف کی ي.

 منکوس مثلثاتي توا ع

 متتونو سیګد تا ع د دی د تا ع د تنریف نا یه تا ع

sinarc x  1 , 1 
2 2

,    

cosarc x  1 , 1  0 ,  

tanarc x  ,    2 2
,  

cotarc x  ,    0 ,  

secarc x    , 1 1 ,     2 2
0 , ,     

cscarc x    , 1 1 ,     2 2
, 0 0 ,     

arcsinد x،arccosx،arctan x،cotarc x ،secarc x ، cscarc x  اصځلا اتو په ځای پره

ترتیرر 
1sin x

،
1cos x

،
1tan x

،
1cot x

  ،
1sec x

و ا 
1csc x

لرره .  اصررځلا ا  کرراروو 

arcsin دې وروسته یوازې x ،arccosx ، arctan xو اarccotx  ،.توا ع مځر  کوو 

 یوه  ل سره په  ندې تومه مر وط کی ي: مثلثاتي توا ع او اړونده منکوس یې له.  1

sin arcsin , cos arccos

tan arctan , cot arccot

x y y x x y y x

x y y x x y y x

     

     
 

و ا fپرروهی و چررې کرره. 2
1f 

پرره دې صررور  کررې، د یرروه  ررل منکرروس وي   1f f x x  و ا

  1f f x x  په دې اساس د مثلثاتي او منکوس توا نو لپاره یې لرو چې، دي 

     

     

sin arcsin , arcsin sin , cos arccos

arccos cos , tan arctan , arc tan tan

x x x x x x

x x x x x x

  

  
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yله دې چې منکوس توا ع او اصلي توا ع نظر  x    ،پره دې اسراس    مستقیم خرا تره متنرا ر دي

مرافونرره یررې د توا نررو مرافونررو پرره مرسررته رسررمی ي. ضررمنا د منکرروس توا نررو د ځینررو محرردود        

دیمتونو په ټاکلو سره مرافونه یرې رسرمی ي. دلتره یروازې د سراین او کوسراین د منکروس توا نرو         

 .مکل( 1.21و )امکل(  1.21)ځینې دیمتونه ټاکلي اومرافونه یې رسم ترې رسم کړي

1 0 1 x 

2
 0 

2
 arcsin x 

0 
2
  cosarc x 

 

 مکل 1.21مکل                                   1.21

yد تنجنر ، کوتنجنر ، سریکن  او کوسریکن  منکروس توا نرو مرافونره،         x    مسرتقیم ترره پ

 .مکل( 1.31و )امکل(  1.29)کتو د توا نو متنا ر والي په اساس رسم  ي

 

 مکل 1.21مکل                               1.29
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1 1
2

arcsin و ا
2

2
arcsin .مفاهیم ومم رئ 

1که 
2

arcsin  و ا
2

2
arcsin په پام کې ونیول مي، نو 

          
1 1 1
2 2 6 2 6

arcsin sin arcsin          

2 2 2

2 2 4 2 4
arcsin sin arcsin          

2   4
arcsin sin  .پدد تر سه کړئ 

 

    1

4 41

( ) sin
( ) arcsin(sin ) arcsin sin

( ) arcsin

f x x
f f x x x x

f x x
 



 
       

 
 

3   1
2

cosarc    ، cos 0arc و ا cos 1arc .اپداد تر سه کړئ 

   2 21 1 1
2 2 3 2 3

cos cos cosarc arc             

          

cos(0) cos 0 cos(0)
2 2

arc arc
 

        
 

                           

cos(1) cos 1 0 cos(1) 0arc arc         

 ثبو  کړئ چې:  4

2

2
arcsin arccos 1 arctan

1

x
x x

x
  


 

arcsin فرض کوو چېثبو :  x :وي په دې صور  کې 

 2 2 2cos 1 sin 1 arccos 1sin x x x i            

 له  ل پلوه

 
2 2

sin
tan tan arctan

cos 1 1

x x
ii

x x


  


    

 

 

د i و ا ii :له پرتله کولو څخه فرضیه تر سه کی ي چې  

2

2
arcsin arccos 1 arctan

1

x
x x

x
  


 

  وښیئ چې  5
2

arcsin arccosx x   .دی 

 arcsin x  واarccosx  وضع کوو، په دې اساس 

sin cos sin cosx       

 په دې تومه

arcsin arccos
2 2 2

x x
  

           
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 وښیئ چې  1

2 2

1 1
arctan cot arcsin arccos

1 1

x
x arc

x x x
  

 
 

  یاهم وضع کوو 

 arctanx i 

 په دې اساس

1 1
tan

tan
x cat cat

x
  


     

 له دې ځایه لرو چې:

 
1

arccot ii
x

 

 له  ل پلوه

2 2

2 2

sin
cos

2 2 2 2cos sin

cos cos

sin sin tan
sin

1 cos sin 1 tan 1

x

x




 

 

  


  
    

  
 

ېینن
2

sin
1

x

x
 


 دی او په پایله کې 

 
2

arcsin
1

x
iii

x



 

  الآخره

2 2

2 2

cos
cos

2 2 2 2cos sin

cos cos

cos cos 1
cos

1 cos sin 1 tan 1

x

x




 

 

 


  
    

  
 

ون
2

1
cos

1 x
 


 په دې اساس، دی 

 
2

1
arccos

1
iv

x



 

په پایله کې د i  ، ii  ، iii و ا iv :له پرتله کولو څخه تر سه کی ي چې 

arctan x
2 2

1 1
arctan cot arcsin arccos

1 1

x
x arc

x x x
  

 
 

 وښیئ چې:  1

arctan arctan arctan , 1
1

x y
x y xy

xy


  


 

arctanکه x  واarctan y  په دې صور  کې،  مي فرض 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 172

 

 

tan tan
tan , tan , tan

1 tan tan

tan arctan
1 1

x y

x y x y

xy xy

 
   

 

   


   



 
     

 

 

arctan په ځرای پره ترتیر     و ا په وروستۍ اړیکه کې د x واarctan y   تر سره  ،  کروو وضرع

 کی ي چې:

arctan arctan arctan
1

x y
x y

xy


 


 

1.9 

ده چرې وسرن )پراختیا( یرې د سراپ  سرتنې خرلاف د یروه  شرپړ دوراع         ه ره زاویره    .د ر جه
1

مره  360

  رخه وي.

 ه ه مرکزي زاویه ده چې د مقا ل دوس اوږدوالی یې د دایرې له مناس سره مساوي وي. .را د یاع

      د دایرې د محیا او دځر نسب .
2

3.1415926535c
r

  

                                                  د رادیاع او درجې ترمنځ اړیکې.
180

D R


 

l                                                                      د دایرې د دوس اوږدوالی. r 

                                                            د دایرې مسا  .
2A r 

                                        د دایرې د دځاس مسا  .
21

2
K r 

ي نسبتونه. کهمثلثات ,x y په منیاري  ال  کې د زاویې د دویمې ضلنې ټاکلې نقځه وي، نو 

sin , cos , tan
y x y

r r x
     

csc , sec , cot
r r x

y x y
     

 د مثلثاتي نسبتونو ترمنځ اړیکې :

2 2

2 2 2 2

1 1 1
sin , cos , tan

csc s c cot

sin cos
tan , cot , sin cos 1

cos sin

1 tan sec , 1 cot csc

e
  

  

 
   

 

   

  

   

   

 

1rوا د دایره ه ه دایره ده چې د مناس اوږدوالی یې یرو وا رد یننرې    : وا د دایره    وي او مرکرز

 یې د مختصاتو په مبدا کې وادع وي.
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 د جمع فورمولونه:

 sin sin cos cos sinA B A B A B   

 cos cos cos sin sinA B A B A B   

 sin sin cos cos sinA B A B A B   

 cos cos cos sin sinA B A B A B   

   ه چنده زاویو دوانین.د دو

sin(2 ) 2sin cos   

2 2

2

2 tan
cos(2 ) cos sin , tan(2 )

1 tan


   


  


 

   د نیمایي زاویو دوانین.

                           
   2 21 1

2 2
sin 1 cos(2 ) , cos 1 cos(2 )x x x x    

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 tan 1 tan 2 tan
sin , cos , tan

1 tan 1 tan 1 tan

x x x

x x x
x x x


  

  
 

 د مثلثاتي نسبتونو د ضرب فورمولونه.

  

sin sin 2sin cos
2 2

x y x y
x y

 
  

sin sin 2cos sin
2 2

x y x y
x y

 
  

cos cos 2cos cos
2 2

x y x y
x y

 
  

cos cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

 
   

                                  . په مثلث کې د ساینونو دانوع
sin sin sin

a b c

A B C
  

                        . په مثلث کې د کوساینونو دانوع

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

   


  
   

 

 س مثلثاتي توا نو ځینې اړیکې.د منکو

2

2

2 2

. arcsin arccos 1 arctan
1

1 1
. arctan cot arcsin arccos

1 1

x
i x x

x

x
ii x arc

x x x

  


  
 
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2
. arcsin arccos

. arctan arctan arctan , 1
1

iii x x

x y
iv x y xy

xy

 


  



 

1.11  

 د  ندې زاویو مثلثاتي نسبتونه وټاکئ:

1. 120 , 2. 225 , 3. 30 , 4. 45      

 له جنسه تر سه کړئ:cosوا sinد  ندې مثلثاتي افادو دیم  د

5 5
5. sin , 6. sin

2 2

5 5
7. cos , 8. cos

2 2

 
 

 
 

   
    

   

   
    

   

 

 له جنسه تر سه کړئ:cotوا tanد  ندې مثلثاتي افادو دیم  د

7 7
9. tan , 10. tan

2 2

7 7
11. cot , 12. cot

2 2

 
 

 
 

   
    

   

   
    

   

 

 تر سه کړئ. زاویو مثلثاتي نسبتونه 195وا 105د. 13

که چ رې. 14
2

cos
3

  وي او 
2


  ندې افادې ومم رئ:، مي  

 
3 3

. sin , . cos 4 , . cos
2 2

i ii iii
 

   
   

     
   

 

که. 15
3

cos
5

  وا
3

cos
4

  وي 
2


  وا

2


 د  ندې افادو دیمتونه ومم رئ: ،مي 

     

     

   

. sin , . cos , . tan

. cot , . sin , . cos

. tan , . cot , . sin 2

i ii iii

iv v vi

vii viii ix

     

     

    

  

  

 

 

 د  ندې مثلثاتي توا نو مرافونه رسم کړئ:

 

16. sin , 17. cos , 18. 2cos

19. sin 1 , 20. cos , 21. cos 1
6

y x y x y x

y x y x y x


     

 
      

 

 

  ندې مقدارونه ومم رئ:
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 
2 1

22. arcsin , 23. arcsin 1 , 24. arcsin
2 2

 
  

 
 

1 1 3
25. sin arcsin , 26. cos arcsin , 27. tan arcsin

3 2 3

     
               

          

1 1 2
28. cos arccos , 29. tan arccos , 30. sin arccos

4 2 2

    
           

      31. cot cot 1 , 32. cot cot9 , 33. cot 1arc arc arc  
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لیم ، د توا نو د ن ایي او یا مب م دیمتونو د  دلوع مسیر ټراکلو څخره پبرار  دی، د ریاضریاتو     

لرړۍ او داسررې نررور د لیمرر  مف رروم پرره برینرره تنریررف او    پمرومي مسررایل لکرره مشررتق، انتګرررال، 

توضیح کی ي. د ریاضي ه ه  رخې چې د لیم  مف وم په پام کې نیولو سره څ ړل کیر ي د ریاضري   

په نامه یرادی ي. پره دې څپرکري کرې د      calculus)(لیز، تفاضلي  ساب او انتګرال یا کلکولسږنا

 توا نو لیم  په لنډه تومه مځالنه کوو.

9.1    

 xټاکلي پدد ته تقرب کوي، په ه ه صرور  کرې چرې     aمتحول  xویل کی ي چې  

وړوکرې پردد    0تررمنځ تروپیر د هرر      aوا x ته ن دي مري، یننرې د    aپه خپل زړه وکولی مي 

 څخه هم وړوکی وي. پاسینی مف وم په سمبولیک ډول د  ندې افادې منادل دی:

0x a    یاx a   یاlimx a        0یا : x a     

له ښي لوري څخه د متحول تقرب x a:  که دx    ،دیمتونو یو متنادص تررادف موجرود وي

 ته لنډ مي، لکه  aداسې چې تدریجا په خپله خوښه 

: 0.1 , 0.01 , 0.001 , 0.0001 ,x a a a a a     

ه د متحرول تقررب  له کریڼ لروري څخر    x a :       کره چ ررې پره متزایرد تررادف کرې دx   دیمتونرو

 ته لنډ مي، لکه  aوټاکل مي، داسې چې تدریجا په خپله خوښه 

: 0.1 , 0.01 , 0.001 , 0.0001 ,x a a a a a     

 متحول تقرب، د دوو )ښي او کیڼ( خواوو له تقرب سره منادل دی، یننې xپدد ته د  aنو 

 ,x a x a x a     

1 x ،4 په  ل پبار ، پدد ته متقرب کړی 4 متحولx  کړئ.مف وم توضیح  

: 4.1 , 4.01 , 4.001 , 4.0001 , ... 4
4

:3.9 , 3.99 , 3.99 , 3.999 , ... 4

x
x

x






 


 

)کره چ ررې     )f x         ترا ع پره یروه خرلاص انترروال کرې چرېa     ،پردد پکرې مرامل وي

متحرول لره تقررب څخره      xپردد تره د    aکه تنریف موې نه وي هرم(،   aتنریف موې وي)اع که په

( )f xپه خپله خوښهl    پدد ته لنډی ي، ویرل کیر ي کره چ ررېx متحرولa    پردد تره تقررب وکرړي د

( )f x ه ترررررررررررررررررررررررررررررا ع لیمررررررررررررررررررررررررررررر  پبرررررررررررررررررررررررررررررار  دی لرررررررررررررررررررررررررررررl څخررررررررررررررررررررررررررررره
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   lim 0, 0 :
x a

f x l a x a l f x l     


               او داسررررې یررررې

 لیکي چې:

 f x l x a          یا lim ( )
x a

f x l


 

 پاسینی پبار  د  یلا یلو توپولومیکي  یانونو په برینه تنریف او توضیح کوي.

)د   )f x     ترا ع لیمرl     پردد دی کلره چرېx  متحرولa     9.1)پردد تره تقررب وکررړي 

مثبر  پرردد موجررود وي داسررې چررې لرره   پرردد لپرراره  کرره د هررر مثبرر   مرکل(،  f x l   

xمساوا  څخه نا a       نامساوا  تر سه مري او لیکرو چرېlim ( )
x a

f x l


   دغره تنریرف د .

  ندې دریو سمبولیک پباراتو په برینه افاده کی ي:

    lim 0 0:0
x a

f x l x a f x l   


            

  lim ( ) 0 0
x a

f x l x a f x l


       

 

 مکل 9.1

 ( )f x   ترا ع پره a      1 پردد کرې دښري لرور لیمرl  0کره چ ررې د هرر    لرري   لپراره ،

0  وړوکی پدد موجود وي داسې چې 

1 1( , ) ( ) ( , )x a a f x l l                  

 کو چېاو په سمبولیک ډول لی 

1lim ( )
x a

f x l


      1یاlim ( )
x a

x a

f x l




 

 ( )f x  تا ع پهa  2پدد کې د کیڼ لور لیمl 0کره چ ررې د هرر    لري   لپراره یرو 

0  :پدد موجود وي داسې چې 

2 2( , ) ( ) ( , )x a a f x l l         

 په ورته تومه لیکي چې
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2lim ( )
x a

f x l


      یا
2lim ( )

x a

x a

f x l




 

 ( )f xتا ع کله چېx a ،وکړي l لیم  لري یننېlxf
ax




)(lim مشروط په دې چې 

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x l f x
  

  

ر لیمتونه لره یروه  رل سرره مسراوي نره وي، ترا ع        په دې اساس که چ رې د یوې تا ع د ښي او کیڼ لو 

 لیم  نلري.

د    2 
2 9

3

x
f x

x





 لپاره وښیئ چې  

3
lim 6
x

f x


  . 

 ښي او کیڼ لیمتونه یې مځالنه کوو:    

3 3.001 3.01 3.1 3.5 x 

6 6.001 6.01 6.1 6.5  f x 

 
3

lim 6
x

f x


  

 3 2.999 2.99 2.9 2.5 xو  

6 5.999 5.99 5.9 5.5  f x 

 
3

lim 6
x

f x


  

 لیدل کی ي چې ښي او کیڼ لور لیمتونه یې سره مساوي دي، یننې

   
3 3

lim 6 lim
x x

f x f x
  

   

       په دې اساس 
2

3 3

9
lim lim 6

3x x

x
f x

x 


 


 

 د  3
2

2
2

lim
x

x
x





 پدد موجودی  ثبو  کړئ.  

 یاهم د   
2

2

x

x
g x




:تا ع کیڼ او ښي لور لیمتونه مم رو 

2 2.001 2.01 2.1 2.5 x 

1 1 1 1 1  g x 

 
2

lim 1
x

g x


  

 په همدې تومه

2 1.99 1.99 1.9 1.5 x 

1 1 1 1 1  g x 

 
2

lim 1
x

g x


   
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 لیدل کی ي چې   
3 3

1 1
x x
lim g x lim g x

  
     ،په دې اساس 

2x
lim g x

 موجود نه دی. 

4    1f x x  تا ع په پام کې ونیسئ  
1

lim
x

f x


وا  
1

lim
x

f x


 یې وټاکئ. 

1xچ رېکه    1، ويx   افاده ه ه مثب  پدد دی چې صفر ته تقرب کوي او جرر یې په

 هر  ال  کې موجود دی، په دې اساس 

 
1 1

lim lim 1 0
x x

f x x
  

   

1xخرو کره چ ررې      1، وکرړي  تره تقرربx           افراده ه ره منفري پردد دی چرې صرفر تره لنرډی ي نرو 

1x  1دx  اپدادو لپاره د تنریف وړ نه ده، په دې اساس 
1

lim
x

f x


 موجود نه دی.

 رولو سره وښیئ چېمفاهیمو په کاواد  5 
3

lim 4 8 20
x

x


  .دی 

0 د   دبلوو چې ټاکلي پدد لپاره  4 8 20x   0، وي  :پدد ټاکو  

  4
4 8 20 4 12 4 3 3x x x x               

 په دې اساس د
4
  لپاره لرو چې 

              4
3 3 4 3 4 12x x x x            

 

   
3

4 8 8 12 4 8 20 lim 4 8 20
x

x x x 


            

limویل کی ي چې   ( )
x a

f x


   دی، که چ رې وکولی مو f x  د هر

 پدد ته لنډ مي. aښه په خپله خو xستر پدد څخه هم ستر په پام کې ونیسو، داسې  ال کې چې 

limپه همدې تومه ویلی مو چې  ( )
x a

f x


   دی، که چ رې وکولی مو f x     د هرر منفري پردد

 پدد ته لنډ مي. aپه خپله خوښه  xڅخه هم وړوکی په پام کې ونیسو، داسې  ال کې چې 

xپه  fپه پاسینیو  ا تو کې نشو کولی ووایو چې  a  کې لیم  لري، ځکه چېوا  ته

xد لیم  په تومه ه ه م ال مځر  کی ي چې د تا ع مرراف  پدد نشو ویلی.  ین ای   a   پمرودي

 مجان  ولري.

1   
 

2

1

2
f x

x



تا ع په پام کې نیسو، د دې تا ع ځینې مقدارونه په  ندې جدول کې  

 مم رل موي.

2.001 2.01 2.1 2.5 3 x 

100000 10000 100 4 1  f x 

ته لنډی ي، د   2له ښي لوري څخه  xلیدل کی ير هر څومره چې  f x .دیم  لوړی ي 
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په دې اساس   که  f x کولی مو  ې مم ر لوړ کړو، مشروط په دې چېx  له ښي لوري څخه  ې

 ته لنډ مي. نو لیکو چې 2مم ره 

 
2

2

1
lim

2x x


 


 

 په همدې تومه  ندې جدول په پام کې نیسو:

1.999 1.99 1.9 1.5 1 x 

100000 10000 100 4 1  f x 

ه لنډی ي د ت 2له کیڼ لوري څخه  xلیدل کی ير هر څومره چې  f x .دیم  لوړی ي 

په دې اساس کولی مو  f x  ې مم ره لوړه کړو، مشروط په دې چې x  له کیڼ لوري څخه په  ې

 ته لنډ مي، په دې اساس لیکو 2مم ره تومه 

 
2

2

1
lim

2x x


 


 

 د پاسینیو دوو  ا تو څخه پایله تر سه کی ي چې:

 
22

1
lim

2x x
 


 

 او د پاسینۍ اړیکې تنبیر د لیم  نه متوع په مننی دی. 

د  1  1
x

f x  0تا ع لیم  داسې  ال کې چېx وکړي، ومم رئ. ته تقرب 

  ندې جدول په پام کې نیسو: 

1.1111 1.111 1.11 1.1 1 x 

10000 1000 100 11 1  f x 

 ښکاره ده چې:

 
0 0

1
lim lim
x x

f x
x  

   

1په همدې تومه کولی مو وښیو چې

0
lim

x
x 

  .دی 

 

xوایي که چ رې په  ین ای  کې لیم : N وي،lim ( )
x

f x l


 پره ه ره صرور  کرې چرې د       دی

x داسرې چرې لره   ، مثبر  پردد موجرود وي    Nلپراره   پدد  هر مثب  N     غیرر مسراوا  څخره

 f x l   غیر مساوا  تر سه مي، یننې 

    lim 0 , 0 :
x

f x l N x N f x l 


          
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 پاسینی تنریف  ندې دوه  التونه لري: 

xکه.  لومړی N وي  ،lim ( )
x

f x l


.دی  

xکه چ رېم  . یدو N  نو، ويlim ( )
x

f x l


 .دی 

لپراره  په  ین ای  کې لیم  نه یوازې د پادي توا نرو لپراره  لکرې د پرددي ترادفونو)ه ره توا نرو       

 چې د تنریف نا یه یې د طبیني اپدادو سیګ وي( هم مځر  کی ي.

د  1  1
x

f x  تا ع لیم  داسې  ال کې چېx  .وکړي، ومم رئ 

  ندې جدول په پام کې نیسو: 

10000 1000 100 11 1 x 

1.1111 1.111 1.11 1.1 1  f x 

 ښکاره ده چې:

 
1

lim lim 0
x x

f x
x 

  

1lim په همدې تومه کولی مو وښیو چې 0
x

x 
 .دی 

د  9  x

x
f x  تا ع لیم  داسې  ال کې چېx  .ته تقرب وکړي، ومم رئ 

  ندې جدول په پام کې نیسو 

10000- -1000 100- 11- -1 x 

-1 -1 -1 -1 1-  f x 

  ښکاره ده چې lim lim 1
x x

x
f x

x   
   

lim په همدې تومه کولی مو وښیو چې 1x

xx 
 .دی 

 ونه:یاد

که چ رې. 1 lim
x a

u x


   یا lim
x a

u x


 وي په دې صور  کې 
1lim 0

u xx a
 .کی ي 

که.  2 lim 0
x a

u x


  وي، نو   
1lim

u xx a
  و یا ا 

1lim
u xx a

  .دی 

9.2 

دوه ثا   اپرداد وي، د  c او aکه چ رې  f x c      ثا ر  ترا ع لپراره ښرکاره ده

 چې lim
x a

f x c


 .کی ي 

0mو ا  a ،b کرره   د، ثا رر  اپررداد وي f x mx b   خځرري تررا ع لپرراه 

0  پدد په پام کې نیسو او لرو چې 
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       

m

f x ma b mx b ma b

mx ma m x a x a 

 

 

       

        
 

0 په دې اساس د هر  لپاره 
m
  :پدد موجود دی داسې چې 

   x a f x ma b       

 په دې اساس

 lim
x a

f x ma b


  

 په پایله کې کولی مو ولیکو چې:

 lim , lim
x a x a

c c mx b ma b
 

    

limکه چ رې  ( )
x a

f x

limوا   ( )

x a
g x


  موجود وي، نو 

 

 

. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( )( )
. lim , lim ( ) 0

( ) lim ( )

. lim ( ) lim ( )

x a x a x a

x a x a x a

x a

x a x a

x a

n n
x a x a

I f x g x f x g x

II f x g x f x g x

f xf x
III g x

g x g x

IV f x f x

  

  



 



 

  

    
   

 



 

که چ رې    f x تا ع اوc  ثا   پدد د ضرب په  ال کې

 وي نو د لیم  لپاره یې لرو چې:

      lim lim lim lim
x a x a x a x a

cf x c f x c f x
   

    
   

 

limکرره   ( )
x a

f x

limوا   ( )

x a
g x


توا نررو د مجمرروس لیمرر  پرره    د، موجررود وي 

 کارولو سره کولی مو ولیکو:

    lim ( ) ( ) lim ( ) 1 ( )
x a x a

f x g x f x g x
 

   
 

   lim ( ) 1 lim ( ) lim ( ) lim 1 lim ( )
x a x a x a x a x a

f x g x f x g x
    

           
      

 lim ( ) 1 lim ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

f x g x f x g x
   

     
 

 

 په دې اساس

    

 

4. lim lim

5. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

x a x a

x a x a x a

cf x c f x

f x g x f x g x

 

  



  
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ثا   پدد،  aد   f x x   پینی  تا ع او د خځي تا ع لیم  لپاره کولی مرو

 ولیکو:   lim lim lim 1 0 1 0
x a x a x a

f x x x a a
  

        

lim   نو
x a

x a


 

  .
1f  ،2f  ،3f  ،  وnf  توا ع په لرلو سره لیکو چې 

         

         

1 2 2 3

1 2 2 3

lim

lim lim lim lim lim

n
x a

n
x a x a x a x a x a

f x f x f x f x f x

f x f x f x f x f x



    

       

     
 

طبینري   nثا ر  پردد،    aکه چ رې  

پدد او  f x  د lim
x a

f x

درلودونکې تا ع وي، په دې صور  کې، د توا نرو د  اصرل ضررب     

 لیم  په پام کې نیولو څخه لرو چې:

          

         

lim lim

lim lim lim lim lim

n

x a x a

n

n

x a x a x a x a x a

f x f x f x f x f x

f x f x f x f x f x

 

    

    
  

     
 

 

 ېینن

    lim lim
n n

x a x a
f x f x

 
  
 

 

 طبیني اپداد وي، نو nو ا mاو که

          lim lim lim lim
m
n

m m mn n n

x a x a x a x a
f x f x f x f x

   
    

 
 

 په دې اساس

    lim lim
m m
n n

x a x a
f x f x

 
  
 

 

 تا ع لیم  په پام کې نیول سره کولی مو ولیکو چې د طاد  

       lim lim lim lim lim limn n

x a x a x a x a x a x a
n

x xxx x x x x x aaa a a
     

    

 اوس کولی مو د هر پولینوم لیم  ومم رو:

1 2 1 2

0 1 2 0 1 2lim n n n n n n

n n
x a

c x c x c x c c a c a c a c   


           

 په دې اساس د P x :پولینوم لپاره لرو چې 

   lim
x a

P x P a


 

) که چ رې   )P x وا( )Q x داسې چې، پولینومونه وي ( ) 0Q a  نو،  وي 
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lim ( )( ) ( )
lim

( ) lim ( ) ( )

x a

x a

x a

P xP x P a

Q x Q x Q a







  

 په دې اساس

( ) ( )
lim

( ) ( )x a

P x P a

Q x Q a
 

ې توا نرو د دیمتونرو سرره پره اړونرد پردد کرې        په دې اساس د پولینومي او ناطق توا نو لیمر  د د 

 مساوي کی ي.

          
     4 5 4 5 4 51. lim lim lim

x a x a x a
cx dx cx dx ca da

  
    

    

                       

 

 

2
2 2

3 33

lim 8 5 38 5 3 8 5 3
2. lim

4 7 6 4 7 6lim 4 7 6

x a

x a

x a

x xx x a a

x x a ax x







    
 

    
 

                                               

2

2

2

lim(5 6)5 6 5 2 6 16
3. lim 2

3 2 lim(3 2) 3 2 2 8

x

x

x

xx

x x







  
   

   
 

                                                                      

 

 
3

3

3

lim 22 3 2 1
4. lim

2 lim 2 3 2 5

x

x

x

xx

x x







 
  

  
 

                                                             

 

 
4

4

4

lim 44 4 4 0
5. lim 0

4 lim 4 4 4 8

x

x

x

xx

x x







 
   

  
 

 2 2 2

4 4
6. lim 25 lim 25 25 4 25 16 9 3

x x
x x

 
         

 پره ه ره  الر  کررې چرې      lim
x a

f x


  وا lim
x a

g x


     وي، ممکرن د لیمر  الجبررري

 ځانګړتیاوې صدق ونه کړي،  ندې مثالونو ته پام وکړئ.

            

 
2

1

2 11 1 1 1
1

1
7. lim , lim lim lim[ 1 ] 2

1 1

x
x

x x x x
x

x
x x

x x



   


      
 

 

       2 2 2 28. lim 5 , lim 2 lim 5 2 7
x x x

x x x x
  

          
 

 

ته تقرب کوي،   یا  متحول  xد یوه پولینوم لیم  کله چې   

  یا ي یرا مثبر  امرارې یرې د پولینروم د اړونرد  رد څخره نشرآ  کروي چرې            ک  ي، چې منف

 ترټولو لوړ تواع لري،  ندې مثال ته پام وکړئ.
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9  

 

   

4 3 2 4

2 4

4 4

2 4

8 3 1
. lim 2 8 3 1 lim 2

8 3 1
lim lim 2 lim 2 2

x x

x x x

i x x x x
x x x

x x
x x x

 

  

  
        

  

 
          

 

 

                               
   2 3 3. lim 11 89 9 lim

x x
ii x x x x

 
       

)فرررررض کررررړئ( .  1) )f x وا( )g xداسررررې توا ررررع وي چررررې ( ) ( )f x g x  د لیمتونررررو پرررره ، وي

limموجودی  کې لرو چې ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
 

نېن، ی 

( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x f x g x
 

   

)که چ رې (.  2) )f x ،( )g x وا( )h x   توا ع د یوه خلاص انتروال څخه چېa   پدد پکې مرامل

axلپرراره)ولو  xدی کرره د هررر    ،)لپرراره( ) ( ) ( )f x g x h x    مرررط صرردق وکررړي، پرره ه رره

limصور  کې چې  ( ) lim ( )
x a x a

f x l h x
 

   وي، نوlim ( )
x a

g x l


 ده. یننې 

( ) ( ) ( )
lim ( )

lim ( ) lim ( ) x a
x a x a

f x g x h x
g x l

f x l h x 
 

  
   

 

11  
15 4
5 6

( ) x
x

f x 


 وا
15 4
5 6

( ) x
x

g x 


 1 توا ع په پام کې نیسو ښکاره ده چې دx  ،لپاره

( ) ( )f x g x دی، خو 

4

6

1515 4 15
lim ( ) lim lim 3

5 6 5 5

x

x x x
x

x
f x

x  


   

 

4
15

15 4 15
lim ( ) lim lim 3

65 6 5
5

x x x

x xg x
x

x

  




   




 

)لیدل کی ي چې    ) ( )f x g x وي، خو  ه lim ( ) lim ( )
x x

f x g x
 

 .دی 

)که  11 )u x ،تا ع
2 2

4 4
1 ( ) 1x xu x   ځانګړنه ولري  ،

0
lim ( )
x

u x


  یې وټاکئ.

  ښکاره لیدل کی ي چې: ل.

2 2

4 4
0 0

lim(1 ) 1 lim(1 )x x

x x 
    

د پاسینۍ دضیې په اساس
0

lim ( ) 1
x

u x


 .دی 
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9.3   

،  د توا نو د مجموس، ضرب  اصل او نسب  لیم  مم رلو په ترڅ کې ځینرې م رال لیمر     

0  ،0
0
و ا 


 النه کوو.  ال  غوره کوي، دلته یې   لګې مځ  

 لومړی.
0

که د  ال :  0
 

 lim f x

g xx a
تا ع د لیم  نیولو پرم رال صرور  او مخررد پره یروه وخر  کرې د         

x a     لپاره صرفر مري، یننرې   0f a g a         0پره دې صرور  کرې یراد لیمر
0
 الر  غروره    

xکوي، چې صور  او مخرد د  a     مډ فکتور درلودونکی وي، چې ځینې م رال  تری مضراپف

 سره مب م والی له منجه ځي او لیم  مم رل کی ي. او یا څو ځلي وي، د دې فکتور په اختصارولو

              

2

3 3 3

9 ( 3)( 3)
1. lim lim lim( 3) 3 3 6

3 3x x x

x x x
x

x x  

  
     

 
 

  24 4 4

4 4 1 1 1
2. lim lim lim

12 3 4 3 4 3 7x x x

x x

x x x x x  

 
   

      

   

 

 
 

2 2 2 2 2 2

0 0 0

0 0

2 2
3. lim lim lim

2
lim lim 2 2

h h h

h h

x h x x xh h x xh h

h h h

h x h
x h x

h

  

 

     
 


   

 

   

 

2 2 2 2 2

222 2 22 2

2 2
2 2

22 2

4 (4 )(3 5) (4 )(3 5)
4. lim lim lim

9 53 5 3 5 (3 5)

(4 )(3 5)
lim lim 3 5 3 2 5 6

(4 )

x x x

x x

x x x x x

xx x x

x x
x

x

  

 

      
 

      

  
       



   

2

2 21 1 1

2 ( 1)( 1) 1
5. lim lim lim

11 1x x x

x x x x x

xx x  

    
   

 
 

1 
5 5

lim
x a

x a

x a




 مقدار ومم رئ. 

 دلته 
5x y 5و اa b وضع کوو، نو لرو چې 

5 5

5 5 4 3 2 2 3 4
lim lim lim

( )( )x a y b y b

x a y b y b

x a y b y b y y b y b yb b  

  
 

      
 

4 3 2 2 3 4 4 45

1 1 1
lim

( ) 5 5y b y y b y b yb b b a
  

   
 

م. یدو


  : که د  ال
 

 lim f x

g xx a
xمم رلو په ترڅ کې صرور  او مخررد د     a       لپراره پره یروه وخر

ته لنرډ مري، یننرې     کې    lim lim
x a x a

f x g x
 

         پره دې صرور  کرې یراد لیمر


 لر    ا



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 188

غرروره کرروي. پرره دې  الرر  کررې  
 

 

1

1

( )

( )

g x

f x

f x

g x
  پرره

0
0
تومرره اړول کیرر ي، کرره څرره هررم د دې دسررتور د   

تځبیق په صور  کې کولی مو مب م والی رفرع کرړو، خرو ممکرن ځینرې م رال دا مسراله ږسرانه  رل          

مي. که 

           ال  د دوو تا ع مانو یرا پولینومونرو پره نسرب  کرې راڅرمنرد مري، د کسرر صرور  او 

حرول پره ترټولرو لروړ ترواع تقسریم کروو، پره دې تومره مرب م والری لررې             مخرد په یوه وخر  کرې د مت  

 کی ي.

کره چ ررې    mP x   پولینروم درجره m وا  nP x درجره n   وي پره

د دې  الرر  کررې
( )

lim
( )

m

x
n

P x

P x
تر سرره کولررو پرره موخرره د کسررر صررور  او مخرررد پرره  

x داسررې چررې

max( , )m n  :وي، تقسیموو، او تر سه کوو چې 

 

 

,

lim ,

0 ,

m

x
n

c m n
P x

m n
P x

m n





  
 

 

nmد    په صور  کېc د د صور  او مخرد د ه ه  دونو ضریبونو نسب  دی چرې ترر ټولرو    پد

 .مثال( 12)لوړ تواع ولري. ورته  ال  د ځینې نمایي توا نو لپاره هم د تځبیق وړ دی

 مثالونه.

 

 

2
3 2 2

9 7 7 7

lim 333 2 3 0 1
6. lim lim lim

9 7 9 lim 9 9 0 3

x
x

xx x

xx x x
x x x

x

x

x




  



 
    

   
 

 

 

22

2 2

31312

2 8 5 8 5

lim 222 3 2
7. lim lim 2

8 5 1 lim 1 1

x xx xx

x x
x xx xx

x x

x x



 



   
   

     
 

        

 
 

22

223

2 1 1

lim2 0
8 . lim lim

4 4 lim 4 4 0 4

xx x

x x
x x

x

xxx

x x



 



  
     

   
 

2

2 2

4

42

9 5 512

4 19 1

99 5 9
9 . lim lim lim 3

999 1

x x
xx x

xx x x

xx

x x

x

 

  

  
   


 

 

 

33

2 2

8 58 53 2

5 4 2 26 6

lim 222 8 5
10 . lim lim 0

4 6 4 lim 4

x xx xx

x x
x xx

x x

x x x x x x x



 



   
  

     
 

2

2

2 2 2
11. lim lim 1 lim1 lim 1 0 1

x x x x

x x

x x x   

  
       

 
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5

5 4 5

5
5

4 5

3 8
2 6

6 2 3 2 8 62 2
12. 2lim lim

1 13 2 2 1 3
2 3

2 2

x

x x x x

x x
x x x

x x

 

 
         

    
  

 

 

   1
2

2 2 2

1 2 3 1 1 1
13. lim lim lim lim

3 3 6 6 6

n n

n n n n

n n n n

n n n n



   

     
    

د ال :  ممکن  0. دریم lim ( ) ( )
x a

f x g x

پره دې   ، ال  غوره کرړي  0 مم رلو پرم ال 

 صور  کې
1
( )

( )
( ) ( )

g x

f x
f x g x ، 0

0
  ال  غوره کوي. 

14 

0
0

20
2

5 5 5

1 25 ( 5)( 5)
. lim ( 25) lim lim 10

5 5 5x x x

x x x
i x

x x x



  

   
         

                

 
2 2

20
2

2 2 2

1 1

1
. lim lim lim

1 1 1

1
lim lim lim 1 1 1

1 1

x x x

x x x

x x

x x
ii x

x x x x x

x x

xx


 

  

  

 
   

   

     
 

 

 که د  : ال  .څلورم lim ( )
x

f x g x


   لیم  مم رل  په دې ، مکل غوره کړي

 صور  کې
 

  ( ) ( ) ( ) 1
g x

f x
f x g x f x   په 


 التونو اوړوي. کره چ ررې دغره     0و یاا 

 ال  د دوو کسرونو تفاضل او یا د جرر لرونکرو افرادو پره تفاضرل کرې رامنجتره مري، لره یروه  رل           

و افررادو او اړونررده مزدوجونررو  پرره ضرررب او     څخرره د کسرررونو لرره تفریررق کولررو او یررا جرررر لرونکرر      

 تقسیمولو سر یې کولی مو مب م والی رفع کړو.

 

      

 
   1 1

15. lim 1 lim
1

1 1
lim lim 0

1 1

x x

x x

x x x x
x x

x x

x x

x x x x



 

 

   
  

 

 
  

    

  

 
2 2 21 1 1

1 1 1 1
16. lim lim lim

1 1 1 1x x x

x x

x x x x  

  
     

     
 

               

 5 3 5

3

1
17. lim 8 lim 1 1

x x
x x x

x 

  
        

  
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9.4    

د مثلثراتي توا نرو د لیمر  مرم رلو پرم رال ممکرن، مرب م  را   موجرود وي چرې ترر ټولرو م رم                 

مکل یې 
0
sinی مو د یوه پمده فکتور په ټاکلو سره چې د دی او دغه  ال  کول 0 x  اوx  زاویې

 نسب  دی رفع کړو، خو مخکې له ه ه  ندې   لګې تجر ه کوو:

2 2

2 2

0 0

0

00
0

1. limsin sin 0 0 , 2. lim cos cos0 1

limsinsin 0
3. lim tan lim 0

cos lim cos 1

6. lim sin sin 1 , 7. lim cos cos 0
2 2

sin
4. lim tan lim

cos

x x

x

xx
x

x x

x x

x x

xx
x

x x

x x

x
x

x

 

 

 

 






 

 

   

   

   

  

 

xکله چې  sinد، زاویه صفر لور ته تقرب وکړي  x واx  9.2)ته تقرب کروي  1 نسب 

    ېمکل(، ینن
0

sin
lim 1
x

x

x
 

 

 مکل 9.2

زاویه داسې چېx :ثبو 
2

0  x د ، ويr ناس لرونکې دایرې مرکزي زاویې په تومه په پام م

دځرراس د  OAMمثلثونررو او د یررادې دایرررې د    OACوا OAM، د دوو مررکل( 9.3)کررې نیسررو  

 مسا تونو له پرتله کولو څخه لرو چې:

 

 مکل 9.3
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 مثلث مسا   OAMد  OAMد دځاس مسا   OAMد مثلث مسا   

 هر یو پاسینی مسا   په   ل،   ل ډول مم رو:

1 1

2 2
OA BM r BM     مسا   مثلثOAM 

21

2
x r   مسا   دځاسOAM 

ACrACOA
2

1
.

2

1
 مسا   مثلثOAC 

 په دې تومه د مخکیني مضاپف مساوي والي  ندې مکل غوره کړ:

21 1 1

2 2 2
r BM x r r AC     

د وروستي غیر مساوا  دواړه خواوې په
2

2

r
  وو او تر سه کی ي، چېضر 

sin tan
BM AC

x x x x
r r

     

sinله مکل څخه ښکاري چې
BM

x
r

 واtan
AC

x
r

  دي، په دې اساس 

                               

sin tan
sin tan

sin sin sin

x x x
x x x

x x x
     

1
sin cos

1 1 1 1 sin
1 cos 1

sin cos 1 x
x x

x x
x

x x x
         

             له دې ځایه لرو چې:
0 0 0

sin
limcos lim lim1
x x x

x
x

x  
  

له دې چې
0 0

limcos lim1 1
x x

x
 

    دی، د منجنۍ دضیې په اساس تر سه کوو چې:   

0

sin
lim 1
x

x

x
 

 ونهمثال

              

sin
cos

0 0 0 0

tan sin 1
1. lim lim lim lim 1 1 1

cos

x
x

x x x x

x x

x x x x   

  
      

  
 

0 0 0

sin( ) sin( ) sin( )
2. lim lim lim 1

x x x

x x x

x x x

   
  

   
    

 

                    
sin sin sin0 0 0

0

1 1 1
3. lim lim lim 1

sin lim 1

x
x

x x xx x x
x x x

x

x

x  



     



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 192

  

0

0 0

0

sin( ) sin( )
lim

sin( ) 1
4. lim lim

sin( ) sin( )sin( ) 1
lim

x

x x

x

x x

x x x

x xx

x x

 


    

    
 



 



     

   

   

2

2 2 20 0 0

1 cos 1 cos1 cos 1 cos
5. lim lim lim

1 cos 1 cosx x x

x xx x

x x x x x  

  
 

 

 

2 2

2 20 0 0

sin sin 1 1 1
lim lim lim 1

1 cos 1 cos 2 2x x x

x x

x x x x  

   
       

   
 

9.5     

د لومارتمي او نمائي توا ع د لیم  مم رلو په ترڅ کې هم ممکن مب م  ا   موجود وي، په ت رره  

 یا 
1  ر په داسې توا نو کرې ډېرر لیردل کیر ي. د نمرائي توا نرو د لیمر  پره مرم رلو او د           ال

1 

 مب م  ال  په رفع کولو کې  ندې دضیه محرادي ماهی  لري.

، ین ایرررر  خرررروا تررررره تقرررررب وکررررړي     nکرررره چ ررررررې   11
n

nn
a    ،تررررررادف

2.7182818284e   پدد ته تقرب کوي، یننې 

1
lim 1

n

n
e

n

 
  

 
 

:ثبو   11
n

n
 ینوم ته انکشاف ورکوو   

2 3
1 1 1 1 1

1
0 1 2 3

n n
n n n n n

nn n n n n

                  
                        

                  
 

 تر سه کی ي چې:له دې ځایه 

    2 3
1 1 1 1 1 2 1 1

1 1
1 ! 2 ! 3 !

n n
n n n n n n

n n n n n

           
               

         
 

1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 3 1
1 1

1! 2! 3! 4!

n n
n n n n n n

n n n n n n n n

        
                

  
  

 د وروستۍ اړیکې د دواړو خواوو ترادفونو لیم  په پام کې نیسو:

1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 3 1
lim 1 lim 1

1! 2! 3! 4!

n n

n n

n n n n n n

n n n n n n n n 

         
                

   
 

 په دې اساس

1 1 1 1 1 1 1
lim 1 1

1! 2! 3! 4! 5! 6!

n

n n

 
         

 
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د وروستۍ اړیکې ښی لوری د  ین ای  مثب  اپدادو)یوې پددي سلسلې( له مجموس څخه جوړ  

موی. هر څومره چې د لړۍ له ښي لور څخه ډېر مم ر پناصر وټاکل مري، لره مجمروس څخره تر سره      

موی پدد، د لیم   تقریبي دیم  په تومه نسبتا ددیرق تر سره کیر ي، د سراري پره تومره کره د دې        

 لړۍ مپ   دونه وټاکل مي:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2.711 665

1! 2! 3! 4! 5! 2 6 24 120
e             

e مځلوب پدد له اپشاریې وروسته تر دوو ردمونو پورې په ددیق ډول مم رل کی ي، نو 

1 1 1 1 1 1 1
lim 1 1 2.718 281 828 5

1! 2! 3! 4! 5! 6!

n

n n

 
           

 
 

که چ ررې یروه ددیرق ثبرو  تره لره مراجنرې پرتره، د         : ونهیاد 11
n

n n
a      ه یروه  تررادف دیمتونره پر

 جدول کې په تدریجي تومه ف رس  مي، لرو چې:

 

 په دې اساس  1lim 1 2.718 281 828
n

n
n

  ،دی e  .پدد د اویلر پدد په نامه یادی ي 

،  قیقي پدد  ین ای  لور ته تقرب وکړي xکه چ رې پایله: 1( ) 1
x

xx   تا ع همe     پردد

 ته تقرب کوي، یننې

 1lim 1
x

x
x

e


  

   
1

0
1. lim 1 , 2 . lim 1

x

x
x

e e
  




 
    

 
0 0

ln 1 1
3. lim 1 , 4 . lim 1

x

x x

x e

x x 

 
  

 ثبو 
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 
1

0

1 1 1
1. lim 1 lim 1

x

x
x e

x x



 

  

 
        

 
 

 
1

0
2. lim 1 lim 1

x

u

x u
u x u e

x u x

 

   

 

  
          

   
 

 :د طبیني لومارتم ځانګړنو په کارولو سره لرو چې.    3

   
1

0 0 0

ln(1 ) 1
lim lim ln 1 lim ln 1 x

x x x

x
x x

x x  

           
 

 
1

0
ln lim 1 ln 1x

x
x e



    
    

 

1y په دې  رخه کې.  4 e  :تنویض په پام کې نیسو 

     ln 1 ln 10 00
0

1 1 1 1
lim lim lim 1

ln 1 1lim

x

y yx xx
y y

x

e y

x y   



     


 

         

2 2

21 1 1
1. lim 1 lim 1 lim 1 1 1

x x

x x x
e e e

x x x



  

     
             

     
 

      
1 0

ln1 1
2. lim lim 1

ln 1 ln1 0

y y

x y

x e y xx e

x yx y 

    
   

    
 

   

2 1 3 1 3
3 1 4 4

3. lim lim lim 1
1 1 1

x x x

x x x

x x

x x x

    

  

       
       

       
 

.1
4

1lim
4

1lim
4

1lim 44

33

ee
yyy y

y

y

y

y


































 

 پره پمرومي تومره کره        
lim

v x

x a
u x


   1،00  یرا

0    مرب م

 نیولو سره لرو چې:د لومارتم او لیم  ځانګړنو په پام کې ،  التونه ونلري

               

       
 

 

lim nnln

n lim limlim n lim lim

lim lim lim

lim

x a

x a x ax a x a x a

v x l u x v xl u x v xv x u x

x a x a x a

l u x v xl u x v x v x

x a

u x e e e

e e u x



   

       

  

 
     



           

   
 

 

 په دې اساس

     
 lim

lim lim x a
v xv x

x a x a
u x u x 

 

      
 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 195

 کررره د      xv

ax
xu


lim  نمرررایي ترررا ع لیمررر  ،

1پررره دې  الررر  کرررې د، مرررب م  الررر  غررروره کرررړي 

1 u تنویض په ترسره کولو سره لرو چې 

     
)(lim

1
)1(

1 1lim1lim11limlim






 
v

ax

v

ax

u
u

v

ax

v

ax

ax

uu




























 

1له دې چې u 1واu 0، نو ځکه  ،په پایله کې 

    

 
 )1(lim

)1(lim
1

0
)1(limlim





















uv

uv

xv

ax

ax

ax

exu 


 

 په دې اساس

     
1

lim , lim ( 1)
v x p

x a x a
u x e p v u



 
     

 اید ووایو چې پاسینۍ فورمول یوازې په     
1  لري. مب م  ال  کې د تځبیق وړتیا 

 

                  
    0

4
4 lim

1 4sin3 sin31

0 0
4. lim lim 3 81

x

x
x

xx xx
x x

x x









 
  

 

   
22

124 42
2

4 4

99 lim
2 112 122 1

1 3 1 3
5. lim lim 4 4 2

x

xx

xx x x xx

x xx x





 

  
    

              
   

1 sin1

sin

0 0
6. lim 1 sin lim 1 sin

x

x xx

x x
x x



 

 
    

         

0

sin
lim

1

1sin

0
lim(1 sin )

x

x

x
x

x
x e e





 
    

 
 

                       

1

0

1
7. lim(cos ) , , cospx

x
x e v u x

x

 
   

 
 

             

   
0 0 0

2

0 0

1 cos 1
lim 1 lim cos 1 lim

(cos 1)(cos 1) cos 1
lim lim

(cos 1) (cos 1)

x x x

x x

x
p v u x

x x

x x x

x x x x

  

 

 
        

 

  
 

 

 

2 2 2

0 0 0

cos (cos sin ) sin sin
lim lim lim 1 0 0

(cos 1) cos 1x x x

x x x x x

x x x x  

 
      

 
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1

0

0
lim(cos ) 1x

x
x e


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 د  یلا یلررو توا نررو پرره لیمرر  کررې    یادونرره: 
0
0  ،


  ،.0 ، وا

1    مررب م  ررا   دسررما

نردې پنجره پاسریني او    وڅ ړل مول، د مشتق کارونې په مبحث کې د هوپیتال دواپدو تر پنواع  

دوه 
وا 00

0 .مب م  التونه په پمومي او واضیح تومه د مشتق په مرسته تحلیل کی ي 

  9.1   

 ( )f x  تا ع پهx a،که چ رې  ندې درې مرطونه صدق کړي: نقځه کې متمادي ده 

xپه تا ع  f لومړی. a کې تنریف موې وير یننې  f a .موجوده وي 

xتا ع په f . میدو a کې لیم  ولرير یننېlim ( )
x a

f x

 موجود وي. 

) ي پهمساو تا ع لیم  fکې د  aپه .مدری )f a ېینن ويرlim ( ) ( )
x a

f x f a


 

که چ رې تا ع د یوه انتروال په هر نقځره کرې متمرادي وي، ترا ع پره ه ره انترروال کرې متمرادي مڼرل           

 کی ي.

ږیا   1  2 1f x x   5تا ع پهx  ؟نقځه کې متمادي ده 

 f 5 تررررررررا ع پررررررررهx   نررررررررونقځرررررررره کررررررررې تنریررررررررف مرررررررروې  22 5 1 26f    وا

   2

5 5
lim lim 1 26
x x

f x x
 

   دي. پررره دې اسررراس    
5

lim 26 5
x

f x f


  نرررو ځکررره f  پررره

5x  نقځه کې متمادي ده . 

وښیئ چې  2  sinf x x  ،  cosg x x       تا ع په ټولرو  قیقري اپردادو کرې متمرادي

  ده.

xپوهی و چې دغه دوې تا ع د هر   a  قیقي پدد لپاره تنریف کی ي او اړوند لیمتونه یې 

 هم موجود دي نو سر  ره پر دې:

   

   

lim limsin sin

lim limcos cos

x a x a

x a x a

f x x a f a

g x x a g a

 

 

  

  
 

 د هر جقیقي پدد لپاره متمادي دي.په دې اساس یادې توا ع 

 وښیئ چې پولینومي توا ع، په ټولو  قیقي اپدادو کې متمادي ده.  3

پوهی و چې   P x  اختیاري پولینومي تا ع، د هرx a  قیقي پدد لپاره کی ي او په دې 

 پدد کې یې لیم  هم موجود دی، سر  ره پر دې:

   lim
x a

P x P a


 

 د لپاره متمادي دی.په دې اساس یاد پولینوم د هر  قیقي پد

وښیئ چې هر  4   

 
P x

Q x
f x ،.ناطق تا ع په ټولو  قیقي اپدادو کې متمادي ده  
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پرروهی و چررې     

 
P x

Q x
f x      اختیرراري نرراطق تررا ع د خپلررې تنریررف نررا یې څخرره هررر x a 

 لیم  لري او سر  ره پر دې:  قیقي پدد لپاره

   

 

 

 
 lim lim P aP x

Q x Q ax a x a
f x f a

 
   

 په دې اساس ناطق تا ع د هر  قیقي پدد لپاره متمادي ده.

fنرو   ، نقځره کرې متمرادي وي    aتوا رع پره   gوا fکه چ ررې  مادی  ځانګړنې:د توا نو د ت g  ،

f g  ،f g واf
g
 توا ع هم مشروط په دې چې   0g a  .وي، متمادي دي 

 په ږسانۍ لیدل کی ي چې:ثبو  : 

             lim lim lim
x a x a x a

f g x f x g x f a g a f g a
  

      

             lim lim lim
x a x a x a

f g x f x g x f a g a f g a
  

      

             lim lim lim
x a x a x a

f g x f x g x f a g a f g a
  

   

               

 
 

 

 

 
   

lim
lim , 0

lim

x a

x a

x a

f xf f a f
x a g a

g g x g a g







   
      

   
 

 په دې اساس د غوښتل موو توا نو متمادي والی څرمند دی.

lim  که چ رې  ( )
x a

g x b


 و ا( )f x پهx b .نو کې متمادي وي 

  lim ( ( )) lim ( )
x a x a

f g x f g x f b
 

  

xپه g او که a و اf په ( )x g a   نرو  ،کرې متمرادي ويf g   ترا ع پره x a    هرم متمرادي

 ده، یننې:

  lim ( ( )) lim ( ( ))
x a x a

f g x f g x f g a
 

  

د لیم  مم رنې د تمادی  ځانګړنو په پام کې نیولو سره ږسانه کی ي،  ندې موارد په پرام    

 کې ونیسئ.

     
lim ( )

( )1. lim ( ) lim , , 2. lim , 0x a
f x

f x

x a x a x a
f x f x b b b


 

  
    

  

       3. lim sin ( ) sin lim , 4. lim log ( ) log limb b
x a x a x a x a

f x f x f x f x
   

    
    

 ولو سره،  ندې لیمتونه مم رل کی ي:د توا نو متمادی  ځینې ځانګړنو په پام کې نی 

 

4 4 49 3 9 3
4

9 9

12 5 12 5 12
5. lim lim 3 81

4 8 4 8 4x x

x x x x

x x 

      
       

      
 

6
2

6 4 6 4
lim

33 2 3 2
3

1 1
6. lim 2 2 2 2

2 8
x

x x

x x

x

 

 

 


     
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3 3

3 3

1 1 1
7. lim sin sin lim sin sin

5 6 5 6 6 6 2x x

x x

x x x x

   

 

      
        

       
 

 

 

3
3 3

2

2 222

2

lim 2 1842 184 2 2 184
8. limlog log log log100 2

2 2 2lim 2

x

x

x

xx

x x







  
   

 
 

xتا ع په  fکه چ رې   a        ،کې یرو لره  نردې مررطونو څخره ولرري

 په درې ډوله دی.انفصال  یې د  یلتوع نقځه ده. aکې غیر متمادي ده او  aپه  fویل کی ي چې 

xتررا ع پررهf لررومړی ډول. a  ،خررو دغرره لیمتونرره لرره یرروه  ررل سررره   کررې ښرري او کرریڼ لیمتونرره لررري

ېیننمساوي نه دير  lim
x a

f x

 موجود نه دی. 

 که چ رې ل  تر ل ه یو له دغه دوو لیمتونو څخه موجود نه وي. دویم ډول.

که چ ررې ترا ع پره یروه نقځره کرې تنریرف ولرري، خرو پره ه ره نقځره کرې تنریرف مروې نره                  دریم ډوله.

 توع د  رف کولو وړ  ولي.وي)یوازې یوه خالي نقځه وي(، په دې  ال  کې  یل

د  9 
2 9

3
, 3

5 , 3

x
x

x
f x

x




 
 


3x تا ع متمادی  په   .کې وڅ ړئ 

ښکاره ده چې  
3

lim 6
x

f x


 ،داسې  ال کې چرې  دی  3 5f    ، نرو   
3

lim 3
x

f x f


 

له مکل څخه لیدل کی ي چې مراف یوازې په یوه نقځه کې  یلتوع لري، . ي نه دهمتماد 3پهو تا ع ا

که چ رې  3 6f  مکل( 9.4)تنریف مي، نو  یلتوع له منجه تللی مي. 

 

 مکل 9.4

2xپه   11  کې د  1
2x

f x


 .تا ع متمادي والی وڅ ړئ 

2x له دې چې تا ع په  تنریف موې نه ده، نو  
2

lim
x

f x

او ویلری مرو چرې      موجرود نره دی   

2xتا ع په  ،د دې تا ع  یلتوع نه مي رفع  کې متمادي نه ده، په نورو ټولو نقځو کې متمادي ده

 .مکل( 9.5ک دلی )
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 مکل 9.5

یوې تا ع مراف په ه ه نقځه کې چې غیر متمادي وي، ټوپ )خ رز( یرا مرا  والری پیردا      د   (1)

 کوي، یننې د د رسمولو پرم ال چې کله  یلتوع نقځې ته رسی ور دلم د کاغر له مخې پورته کی ي.

(2) f متمادي تا ع په ,a b          انترروال کرې خپرل اپظمري او اصر ري پره همردې انترروال کرې

. یننې د مکل( 9.1)ټاکي ,a b 1ال څخه انتروx 2واx  اپداد موجود دي، داسې چې 

 
   

 
   1 2

, ,
min , min
a b a b

f x f x m f x f x M    

 

 مکل 9.1

(3) f پرره متمررادي تررا ع ,a b انتررروال کررې د ,m M  9.1)انتررروال ټررول دیمتونرره اخلرري 

له  نېین .مکل( ,m M 0څخه د هرy  ،0لپارهx لره  پدد ,a b     څخره موجرود دی داسرې چرې 

 0 0y f x وي، داسې  ال کې چې
 

 
 

 
, ,

min , min
a b a b

f x m f x M . 

 

 مکل 9.1
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تا ع په fکه چ رې (4) ,a b   .انترروال کرې متمرادي وي f a و ا f b  لفې امراري  مخرا

ې، یننولري    0f a f b  په دې صور  کې د  y f x  تا ع مرافx       محرور لر  ترر لر ه پره

په  ل پبار ،  یوه نقځه کې دځع کوي  0f x  منادله په ,a b پره دې  )  انتروال کې  ل لري

 مکل( . 9.1( )انتروال کې ل  تر ل ه یو جرر لري

 

 مکل 9.1

وښیئ چې  11
2 2 3 0xx    منادله ل  تر ل ه یو جرر په 4 ,  ي.انتروال کې لر 5

   2 2 3xf x x   :متمادي تا ع په پام کې نیسو، لیدل کی ي چې 

 

 

2 4

2 5

4 4 2 3 16 16 3 3

5 5 2 3 25 32 3 4

f

f

      

       
 

له دې چرې  4f وا 5f    د انترروال پره پیرل کرې د مرراف د پرای ټکری د        ، مخرالف مرارې لرريx 

محور پر مخ او د انتروال په پای کرې تره  نردې یرې وادرع او مرراف متمرادي دی، نرو لر  ترلر ه افقري            

محررور یررو ځررل دځررع کرروي، پرره  ررل پبررار  لرره     4 , موجررود دی، داسررې چررې   0xڅخرره  انتررروال 5

 0 0f x   02وي، یننې

0 2 3 0
x

x    0، په دې اساسx .د یادې منادلې یو جرر دی 

د لیم  څخه د ترادفونو، توا نرو او لړیرو د ن رایي دیمتونرو پره مرم رلو کرې مټره          د لیم  کارونې:

 پورته کوي، د توا نو مشتق او انتګرال د لیم  په برینه تنریف او مم رل کی ي.

9.1    

 په خپله خوښره  x په ه ه صور  کې چې، ټاکلي پدد ته تقرب کوي aمتحول  x د متحول تقرب:

a .ته لنډ مي  

)د لیم  مف وم: که چ رې    )f x         ترا ع پره یروه خرلاص انترروال کرې چرېa     ،پردد پکرې مرامل وي

متحرول لره تقررب څخره      xپردد تره د    aکه تنریف موې نه وي هم(،  aتنریف موې وي)اع که په 

( )f x  خپله خوښه پهl  پدد ته لندی ي، ویل کی ي که چ رېx  متحولa   پدد ته تقرب وکرړي د

( )f x  تا ع لیم  پبار  دی لهl :څخه او داسې یې لیکي چې 

 f x l x a          یا lim ( )
x a

f x l


 
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 :  د لیم  تنریف

    lim 0 0:0
x a

f x l x a f x l   


            

 د لیم  ځانګړتیاوې

  

 

 

. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

x a x a x a

x a x a x a

i f x g x f x g x

ii f x g x f x g x

  

  

  

    
   

lim ( )( )
. lim , lim ( ) 0

( ) lim ( )

x a

x a x a

x a

f xf x
iii g x

g x g x



 



  

    

    

. lim lim ,

. lim lim , ,
m m
n n

x a x a

x a x a

iv cf x c f x c

v f x f x m n

 

 

 

   
 

 

 

 د پولینومي او ناطق توا نو لیم 

   
( ) ( )

. lim , . lim
( ) ( )x a x a

P x P a
i P x P a ii

Q x Q a 
  

 د لیمتونو ترتی 

           

. ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( ) ( )
. lim ( )

lim ( ) lim ( )

x a x a

x a
x a x a

i f x g x f x g x

f x g x h x
ii g x l

f x l h x

 


 

  

  
   

 

 د ناطق تا ع لیم  په  ین ای  کې

              

 

 

,

lim ,

0 ,

m

x
n

c m n
P x

m n
P x

m n





  
 

 

 د مثلثاتي توا نو د مب م لیم  منیار.

0 0

sin sin
. lim 1 , . lim , , , 0

sin

. limsin sin , . limcos cos ,

x x

x a x a

x x
i ii

x x

iii x a iv x a a

 
  

  

 

   

  

 

                                    د نمائي توا نو د مب م لیم  منیار.  1lim 1 1
x

x
x 

  

 د نمایي او لومارتمي توا نو د لیم  م م  التونه.
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1 1 1 1 1 1 1
. lim 1 1

1! 2! 3! 4! 5! 6!

n

n
i e

n

 
          

 
 

    

   

 

1

0

0 0

. lim 1 , . lim 1

ln 1 1
. lim 1 , . lim 1

x

x
x

x

x x

ii e iii e

x e
iv v

x x

  




 

 

   

 
 

 

                       
     

 lim

. lim lim x a
v xv x

x a x a
vi u x u x 

 

      
 

                
     

1

. lim , lim ( 1)
v x p

x a x a
vii u x e p v u



 
     

   

  د لیمتونرو پره مرم رلو کرې اوه    : همب م  التونر 
0
0    ،


    ،.0  ،   ،

1     ،00   و  ا
0 

 مب م  التونه مځر  کی ي، چې د رفع کولو وړ دي.

)( :  تړل والی)  د توا نو تمادی  )f x تا ع پهx a:نقځه کې متمادي مڼل کی ي که چ رې 

lim ( ) ( )
x a

f x f a


 

 تروال کې متمادي مڼل کی ي.که چ رې تا ع د یوه انتروال په هره نقځه کې متمادي وي، نو په ه ه ان

lim  که چ رې: د مرک  توا نو متمادي والی ( )
x a

g x b


 و ا( )f x پهx b نو، کې متمادي وي 

  lim ( ( )) lim ( )
x a x a

f g x f g x f b
 

  

 د ځینو متمادي توا نو لیم 

  
     

lim ( )
( )1. lim ( ) lim , , 2. lim , 0x a

f x
f x

x a x a x a
f x f x b b b


 

  
    

  

       3. lim sin ( ) sin lim , 4. lim log ( ) log limb b
x a x a x a x a

f x f x f x f x
   

    
    

 

9.1    

  ندې لیمتونه ومم رئ:

   

   
2 6 4

2 8 4

3 0

1. lim25 , 2. lim 5 , 3. lim 6 8

4. lim 3 5 9 , 5. lim 3 5 9 1

x x x

x x

x x

x x x x x

  

 



    
 

د . 1  3f x x  لپاره د 
2

lim
x

f x
 
وا 

2
lim
x

f x
 

 د متونه  سته راوړئ.

د. 1 
3 2

2

x
f x

x





لپاره  

0
lim
x

f x
 
وا 

0
lim
x

f x
 

 د متونه تر  سه کړئ.
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 په. 1 
3 2 , 1

2 , 1

x x
f x

x a x

 
 

 
ر داسې وټاکئ چېمقداaتا ع کې د 

1
lim
x

f x


 موجود وي.

 : ندې لیمتونه ومم رئ

2 2 3

21 3 1

1 5 6 1
9. lim , 10. lim , 11. lim

1 12 1x x x

x x x x

x x x x  

   

   

3 9 0

9 2 sin 4
12. lim , 13. lim , 14. lim

23 3 2 1x x x

x x x

xx x  

 

  
2

20 0 0

cos 1 tan3 1 cos
15. lim , 16. lim , 17. lim

2 2 2x x x

x x x

x x x  

 

3

3 2 2

1 3 4 3
18. lim , 19. lim , 20. lim

1 2 7 1x x x

x x

x x x x  

 

  

 2 16
21. lim 3 , 22. lim

4
x x

x x x
x x x

x x
 

 
 



2 2 2
1 2 1

23. lim 1 , 24. lim , 25. lim 1
2 1 3

x x x

x x x

x

x x x

 

  

     
      

     
1

81

1 2
26. lim , 27. lim , 28. lim 1

1 ln

x x

x x x

x x

x xx



  

   
   

   
 

   

 20 0 0

ln 1 1 cos1
29. lim , 30. lim , 29. lim

sin

x

x x x

x xe

x x x

 

    

 
 

 
21 0

8

2 1 1 3 5 2 1 arcsin
32. lim , 33. lim , 34. lim

2 2

n

nn n x

n x

n x  

     



5 35 3

2 2 1

cos
1 10 2 234. lim , 36. lim , 37. lim

2 1 2 1x x x

x
x x x

x x x



  

   

  
 

 
2

2
20

ln tan16 cos
38. lim , 39. lim , 40. lim

1 cot2

x

x x x

xx x x e x

x xx x
  

  



 

 د هرو  ندې تا ع مانو لپاره ه ه واټن وټاکئ چې اړونده تا ع مانې پکې متمادي وي:

   2

2

4
41. 3 4 , 42.

8 10
f x x x g x

x
   

 
 

     443. 5 , 44. log 2 6xf x x e g x x    

    2

2

4
45. , 46. 25

3 3

x

x

e x
f x g x x

e


  


 

وښیئ چې. 47
3( )f x x .تا ع په ټولو  قیقي اپدادو کې متمادي ده 

) ثبو  کړئ چې.  48 )g x x 0 پهx  .کې متمادي ده 
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مشررتق د مناصررر ریاضرریاتو اړونررد تفاضررلي  سرراب او انتګرررال یررو م ررم او اصررلي مف رروم دي. د      

ریاضي پمده  حثونه لکه د انتګرال نظریه او تفاضلي مناد   د مشتق مف روم پره اسراس مځرر      

 موي. که څه هم د مشتق مبحث اوږد دی، خو  یا هم دلته هڅه کوو دغه موضوس لنډه او په م ودي

طریقه تر مځالنې  ندې ونیسو،  اید وویرل مري چرې د اړونرد دضرایاو ددیرق ثبرو  د ریاضري پره          

 انالیز کې مځر  کی ي.

11.1   

) که چ رې پره  د مشتق تنریف: )y f x   ترا ع کرې ،x  متحرول دh (ویرا  اx)     پره انردازه زیرا

)پرره یرراده تررا ع یرروه   ،مرري ) ( )y f x h f x      متحررول د  د تررا ع او .زیات دنرره تحمیررل کیرر ي

 ې نسب  پبار  دی:دن زیات

                               

( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x h f x

x x h

    
 

 
 

 که چ رې

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x h

y f x x f x f x h f x

x x h    

    
 

 
 

ویل کی ي، موجود وي f x  تا ع په x د پاسیني لیم  تر سه کولو تره د  . نقځه کې مشتق لري

)د. مشتق نیونې پملیه وایي )y f x  تا ع مشتق د پاسینۍ   لګې سره سم د  ندې سمبولونو 

( )y f x    ،
( )dy df x

dx dx
   ویا( )Dy Df x 

 ودل کی ي، یننېپه برینه ښ

    
0

( ) ( )
( ) lim

h

d f x h f x
Df x f x f x

dx h

 
   

 ویاا

0 0

( ) ( )
lim lim : ( )
x x

y f x x f x
y f x

x x   

  
   

 
 

 تا ع مشتق په  ندې تومه هم تنریف کی ي. xf)(د وروستیو اړیکو منادل د  

( ) ( )
( ) lim

y x

f y f x
f x

y x


 


 

) او د  )f x 0 مشتق پهx x  :کې پبار  دی له 
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0

0 0 0
0

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x x h

f x f x f x h f x
f x

x x h 

  
  


 

د مشتق په مرم رنو او دضریو پره ثبوتولرو کرې هرر یرو پاسرینی تنریرف کراری ي، خرو ځینرې یرې پره                

 ځانګړو  ا تو کې مټور او مناس  دي.

 د  1
2( )f x x :تا ع مشتق تر سه کوو  

2 2 2( ) ( ) 2f x h x h x xh h      

2 2 2( ) ( ) 2f x h f x x xh h x

h h

    
 

 په دې اساس

0 0 0

( ) ( ) (2 )
( ) lim lim ( ) lim(2 ) 2 .

h h h

f x h f x h x h
f x f x x h x

h h  

  
       

xتا ع په f که چ رې   a  دغره ترا ع پره   ، نقځه کې د مشتق نیولرو وړ وي a    کرې متمرادي

 ده.

xلپاره داسې چې  xتا ع له تنریف نا یې څخه د   fد  :ثبو    a :وي، لیکو چې 

   
   

 
f x f a

f x f a x a
x a


  


 

 له دې ځایه څخه د لیم  د ځانګړنو په پام کې نیول سره لرو چې:

 
( ) ( )

lim ( ) lim ( ) lim lim

( ) ( ) 0 ( )

x a x a x a x a

f x f a
f x f a x a

x a

f a f a f a

   


  



   

 

limپه پایله کې ( ) ( )
x a

f x f a


 په دې اساس، دی f تا ع په a کې متمادي ده 

د دې دضیې منکوس  ال  س ي نه دی، یننې ممکن تا ع پره یروه نقځره کرې متمرادي وي، خرو پره        

ه ه نقځه کې مشتق ونلري. په ه ه نقځو کې چې د تا ع مراف ما  مروی وي)ولرو کره متمرادي هرم      

 وي(، د تا ع مشتق نیونه ممکن نه ده.

xxf د  2 )( 0 تا ع مشتق پهx   لره دې چرې مشرتق پره  قیقر       . نقځه کې مځالنره کروو

کې د لیم  مم رل دي، په دې اساس د ښي او کیڼ لور لیمتونه)د ښي او کریڼ لرور مشرتقونه( یرې     

 په صفر نقځه کې څ ړو:

0 0

( ) (0)
(0) lim lim 1

0x x

xf x f
f

x x 



 


   


 

1lim
0

)0()(
lim)0(

00







 



x

x

x

fxf
f

xx
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)0()0( لیدل کی ي چې


 ff0نو ځکه تا ع په، دیx    نقځه کې د مشتق نیولرو وړتیرا نلرري، 

 غه تا ع په صفر نقځه کې متمادي ده.داسې  ال کې چې د

)که چ رې   , )M x y و ا  0 0,P x x f x x     نقځرې د)(xfy  

زیراتوالی وي. لیردل کیر ي      xد   xټاکلي دیم  لپاره وټاکل مي، داسې چرې   xمراف پر مخ د 

محور تررمنځ زاویره یننرې     xمستقیم خا د مراف داطع دی، د داطع او  MPچې  x  دx 

)اړوند ده. په  , )M x y قیم مماس خا، د نقځه کې مستMP     داطع له ن ایي  ال  څخره پبرار

صفر ته لنډ  xنقځې ته لنډ مي)په  ل پبار   Pد مراف پر مخ    Mکه چ رې  مکل(، 11.1)دی

 مي(، له مکل څخه ښکاري چې: 

 
( ) ( )

tan
PN y f x x f x

x
MN x x


  

   
 

 

0x له دې چې   ،نو MP :داطع په مماس اوړي نو لرو چې 

 
0

0
lim tan tan
x

x 
 

  

  ل پلوه له.  محور ترمنځ زاویه ده Oxد مماس او 0داسې  ال کې چې

 
0 0

( ) ( )
lim tan lim ( )
x x

f x x f x
x f x

x


   

 
  


 

 

 مکل 11.1

په دې اساس  
0tanf x    د مماس او(x     د مسرتقیم ممراس ،) محور ترمنځ د زاویې تنجن

خا له میل څخه پبار  دی. نو ځکه  f x       مشتق د ه ه مماس له میرل سرره مسراوي دی چرې پره

 ,M x y  نقځه کې له y f x .مراف څخه رسمی ي 

xfy)(کررره چ رررې د      منحنررري پررره),( 21 yxM   نقځرره کرررېT   ممررراس اوN  

لرررره دې چررررې د ممرررراس میررررل   مررررکل(، 11.2)نارمل)پرررره ممرررراس پمررررودی مسررررتقیم( رسررررم مرررري  

)( 1xfmT
  او د نارمل میل 1

1
xfNm   دی، په دې اساس د یادو مستقیمونو مناد   په

 ترتی  پبار  دي له:
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))((              د مماس منادله 111 xxxfyy  

)(            د نارمل منادله
)(

1
1

1

1 xx
xf

yy 


 

 

 مکل 11.2

 د 
nxxf )(  تررررا ع مشررررتق د n پبررررار  دی لرررره   نرررري پرررردد لپرررراره طبی

1)(  nnxxf   .څخه 

 ثبو 

1 2 2( ) ( ) ( )
1 2

n n n n n n n
n n

f x h f x x h x x x h x h h x    
             

   
 

1 2 2( 1)
( ) ( )

2!

n n nn n
f x h f x nx h x h h 

      

 د وروستۍ اړیکې له تقسیم څخه لرو چې: hپه

1 2 1( ) ( ) ( 1)

2!

n n nf x h f x n n
nx x h h

h

    
    

 په دې اساس

1 1

0 0

( ) ( ) ( 1)
( ) lim lim

2!

n n

h h

f x h f x n n
f x nx xh h

h

 

 

   
      

 
 

1 1( ) ( )n n nf x nx x nx     

 قیقري اپردادو لپراره     nطبیني اپدادو لپاره ثبو  موې ده، خو فورمرول د   nپاسینۍ داپده د 

 و  کړو.هم صادق دی، چې وروسته)د لومارتم په برینه د مشتق نیونې په مبحث کې(  ه یې ثب

y د  2 x  تا ع مشتق د پاسینۍ داپدې په اساس ومم رئ . 

 

1
2

1 1 1
1

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

1

2

y x y x y x x
x x

x
x

 

       


 
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  د  3
3

1
y

x
 .تا ع مشتق تر سه کړئ 

1 4
3 3

3

1 1
( )

3 3
y x x y

x x

 
        

) د  4 )g x c .ثا   تا ع مشتق ومم رئ 

0 0 0

( ) ( ) 0
( ) lim lim ( ) lim 0

h h h

g x h g x c c
g x g x

h h h  

  
      

 نو ځکه د ثا   تا ع مشتق صفر دی.

دیمتونرو کرې د مشرتق نیولرو وړ      xتوا رع پره ټولرو   f  ،gکره چ ررې   

 په دې صور  کې د)، وي  0g x   ) لپاره دf g  ،fg وا
f

g
 توا نو مشتق پبار  دی له: 

  2
1. ( ) , 2. ( ) , 3. f

g

f g f g
f g f g fg f g f g

g

  
           

د توا نو د مجموس مشتق واضرح دی، خرو د ضررب او تقسریم  الر  مشرتقونه پره  نردې         .  1ثبو  :

 تومه ثبوتوو:

د. 2     P x f x g x :لپاره د مشتق د تنریف سره سم لرو چې 

   
   

   

0

0

( ) ( ) lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim

h

h

p x h p x
f x g x p x

h

f x h g x h f x g x

h





   

  


 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h g x h f x g x h f x g x h f x g x

h

      


0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) ( )
h

f x h f x g x h g x
g x h f x

h h

    
   

 
 

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( ) lim ( )lim
h h h h

f x h f x g x h g x
g x h f x

h h   

   
   

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x    

په همدې تومه د .3   

 

f x

g x
q x  ې:لپاره د تنریف سره سم لیکو چ 

 
   

0

( )
lim

( ) h

q x h q xf x
q x

g x h

      
 
 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

f x h g x f x g x f x g x f x g x h

g x h g x h

    



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0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
lim lim

( ) ( )h h

f x h f x

f x h g x f x g x hg x h g x

h g x h g x h 




  
 


 

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

lim
( ) ( )h

f x h f x g x h g x
g x f x

h h

g x h g x h

   





 

 
0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) ( ) lim

lim ( ) ( )

h h

h

f x h f x g x h g x
g x f x

h h

g x h g x

 



   





 

 
2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

f x g x f x g x

g x

 
 

د مشتق نیولو وړ  hو اgو ا fکه چ رې د توا نو ضرب  اصل مشتق، تنمیمي  ال :  5

 توا ع وي، نو

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) .

fgh f gh f gh f gh f g h f g h g h

fgh f g h f g h f g h


          

      
 

   دغه داپده د ډېر مم ر مشتق نیولو وړ توا نو لپاره تنمیم ک دای مي.

 وي، نو(  ثا   تا ع) یو ثا   پدد c د مشتق نیولو وړ تا ع او fکه چ رې  1

( ) 0 ( ) .cf c f cf f cf cf cf cf              

11.2 

 ټولو  قیقي اپدادو لپاره د مشتق نیولو وړ ده او x دغه توا ع د 

 ( sin ) cos , cos sin
d d

x x x x
dx dx

   

د دې په پام کې نیولو سره چرې ثبو  :
0

sinh
lim 1
h h

 وا
0

cosh 1
lim 0
h h


    وي او د مشرتق  تنریرف

 له مخې لرو:

0 0

sin( ) sin sin cosh cos sinh sin
(sin ) lim lim

h h

x h x x x x
x

h h 

   
  

 

0

cosh sinh sin
lim sin cos
h

x
x x

h h h

    
      

     

         
0 0

cosh 1 sinh
sin lim cos lim sin 0 cos 1 cos

h h
x x x x x

h h 

 
      

  
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 په همدې تومه

0 0

s( ) s s cosh sin sinh cos
( s ) lim lim

h h

d co x h co x co x x x
co x

dx h h 

   
  

0

cosh sinh s
lim s sin
h

co x
co x x

h h h

    
      

    
 

   
0 0

cosh 1 sinh
s lim sin lim

h h
co x x

h h 

 
  

 
     s 0 sin 1 sinco x x x     

سیم  اصل مشتق نیونې طریقې پره تځبیرق کولرو    د توا نو د تق 

 سره کولی مو ولیکو:

2

2 2
2

2 2

cos sin sin cossin
(tan )

cos cos

cos sin 1
sec

cos cos

d d
dx dx

x x x xd d x
x

dx dx x x

x x
x

x x

 
  

 


   

 

 په همدې تومه

2

2 2
2

2 2

sin cos s sins
( t )

sin sin

sin s 1
sec

sin sin

d d
dx dx

x x co x xd d co x
co x

dx dx x x

x co x
co x

x x

 
  

 

 
    

 

 په پایله کې

2

2

2

2

1
(tan ) sec

cos

1
( t ) sc

sin

d
x x

dx x

d
co x c x

dx x

 

   

 

د  1

2

cos

x
y

x
 :تا ع مشتق تر سه کوو 

2 2

2 2

2 cos ( sin ) 2 cos sin

cos cos

x x x x x x x x
y

x x

  
   

د   1
3 siny x x :تا ع مشتق تر سه کوو 

3 3 2 3( ) sin ( )sin 3 sin cos .y x x x x x x x x      
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11.3   

د   
1

1

0
lim 1 lim 1

n

n
n

e 




 
    واe پدد چې د طبیني لومارتم اساس دی، په پرام   غیرناطق

 نیولو سره، په دې پارامراف کې د نمائي او لومارتمي توا نو مشتق مځر  کی ي.کې 

د:  د نمائي توا نرو مشرتق     xf x a      0ترا ع مشرتق داسرې  رال کرې چرېa    وي پبرار  دی لره 

    lnx xf x a a a   .څخه 

 د داپدې له مخې لروثبو  : 

 
     

0 0 0 0

1 1
lim lim lim lim

x hx h x h
x

h h h h

a af x h f x a a a
f x a

h h h h



   

   
     

    
ln ln

0 0

1 1
lim ln lim ln 1 ln

ln

h a h a
x x x x

h h

e e
a a a a a a a

h h a 

 
    

           ېینن  lnx xd
a a a

dx
 

د   logaf x x  تررررررررررا ع مشررررررررررتق پبررررررررررار  دی لرررررررررره

   
1

log loga af x x e
x

  
 

 څخه. 

دثبو : 

1

0
lim(1 ) e





 ره کولی مو ولیکو:په کارولو س  

 
   

0 0

0 0

1

0 0

log ( ) log
lim lim

1 1
lim log lim log 1

1 1 1
limlog 1 log lim(1 ) log

x
h

a a

h h

a a
h h

a a
h

f x h f h x h x
f x

h h

x h x h

h x x h x

h
e

x x x x





 

 

 

   
  

     
     

    

  
      

   

 

        ېینن 
1

log loga a

d
x e

dx x
 

 د طبیني لومارتمي او طبیني نمائي توا نو په ځانګړو  ا تو کې لرو چې: پایله:    

   

10 10

1 1
1. (ln ) (log ) log

2. ln 1

1 log
3. (log ) (log ) log

e e

x x x x

d d
x x e

dx dx x x

d
e e e e e

dx

d d e
x x e

dx dx x x

  

  

  
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د  9  2 xf x x e .تا ع مشتق تر سه کړئ 

 د ضرب  اصل داپده په پام کې نیسو: 

       2 2 2 22x x x x xd d d
f x x e e x x e xe x e

dx dx dx
      

د 11  sinxf x e x .تا ع دویم مشتق تر سه کړئ 

       

 

sin sin sin

sin s sin s

x x x

x x x

f x e x e x e x

e x e co x e x co x

     

   

 

     

     

   

sin sin s

sin s sin s

sin s sin s

x x

x x

x x

f x e x e x co x

e x co x e x co x

e x co x e x co x

      

    

    

 

              
  2 cosxf x e x   

د  11  ln
sin

x
x

f x  .تا ع مشتق تر سه کړئ 

 د توا نو د تقسیم  اصل له مشتق نیولو څخه لرو چې: 

 
      

     

2

1

2 2

ln sin ln sinln

sin sin

sin ln s sin ln cos

sin sin

x

x x x xx
f x

x x

x x co x x x x x

x x x

   
   

 

 
 

 

11.4    

 دغه مبحث د توا نو په مشتق نیونه کې م م رول لو وي، دلته په دې موضوس ځ لنده نظر ت روو:

) کرره چ رررې    )y f u و ا u g x   وي پرره دې 

))((صور  کې د xgfy ا ع مشتقx :متحول ته په کتو پبار  دی له 

    
d d du

f g x f u
dx du dx

    

)دثبو :  ) ( )y f u u f u    و ا( ) ( )u g x x g x    لپاره لرو چې    

0 0u x    

 په دې تومه
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0 0 0 0
lim lim lim limx u x
x x u x

y y u y u
y y u

x u x u x       

         
            

         
 

( ( )) ( ( )) ( )
d d d

f u x f u x u x
dx du dx

  

د دې په پرام کرې نیرول سرره چرې     ( :  دویمه طریقهو  ) بث   y x g y g x    دی، کرولی

 مو ولیکو:

( ) ( )

( ( )) ( ( ))
( ( )) lim

( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

y x

g x
g y g x y x

d f g y f g x
f g x

dx y x

f g y f g x g y g x
f g

g y g x y x



 






 
  

 

 

.)())(())(( xgxgfxgf xgx
 

د  2 
4

25 3 8y x x  .تا ع مشتق تر سه کړئ 

 د 
25 3 8u x x   وا

4y u لپاره لرو چې 

     

   

4 2 3

3
2

5 3 8 4 10 3 0

4 5 3 8 10 3

dy du d d
y u x x u x

du dx du dx

x x x

       

    

 

د  3  4
1 3

x
x

g x


 سه کړئ.تا ع مشتق تر  

 

31
4 4

4
1

1 3 1 3 4 1 3 1 3

x x x x
g x

x x x x

         
                        

 

    

    

3
4

53
44

2

1 1 3 31 1

4 1 3 1 3 4 1 3

x xx

x x x x

     
    

     

 

د  4   
62 3cos 5 4

x
g x x  .تا ع مشتق تر سه کړئ 

   
6

2 1cos 5 3 4
dg d d

x x
dx dx dx

   
 

 

     
5

2 2 1 1sin 5 6 3 4 3 4
d d

x x x x
dx dx

  
     

 
 

      
5

2 1 2sin 2 30 3 4 3x x x x      
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 
5

2 2 12 sin 90 3 4x x x x     

)متحولین د   yو ا xکه چ رې   )y f x     اړیکې په مرسته یروه  رل تره

  yو ا xمتحول صریح)ښکاره( ترا ع ده، خرو ممکرن د     xد  yمر وط مي، په دې  ال  کې وایي 

)ترمنځ اړیکې د  , ) 0F x y  کل مي، په دې صور  کې ویل کی ي چرې  اړیکې په مرسته وټاy 

 یوه ضمني تا ع ده. xد 

د مثررال پرره تومرره  
2 2 2 0x y r    منادلرره دوې

2 2y r x  و ا
2 2y r x    صررریح

 تا ع مانې افاده کوي، داسې  ال کې چې پاسینۍ منادله د پاسینیو تا ع مانو ضمني  ال  دی.

   x     ته پره کترو دy           دلې دواړه ضرمني ترا ع  مشرتق تر سره کولرو پره موخره، منمرو  د ټراکلې منرا

پرورې تړلری ترا ع فررض      xمتحرول پره     yته په کتو داسې مشتق نیسو چې په ه ه کرې    xخواوې 

متحول ته په کتو تر سه کی ي، خو په دویمه  xتا ع مشتق   yموې وي. په همدې تومه ږخر کې د 

طریقه کې، د  , 0F x y    اړیکرې اوxF   و ا
yF             پره پرام کرې نیولرو سرره چرې پره ترتیرx واy  

ترره پرره کتررو د   متحولینررو  ,F x y     دوه متحولرره تررا ع مشررتقونه دي، غوښررتل مرروی
dy

dx
مشررتق  

 پبار  دی له:

x

y

Fdy

dx F


 


 

ته په کتو له x مشتق yد لومړی طریقه:  5
2 2 2 0x y r   .ضمني تا ع څخه تر سه کړئ 

2 2 2( ) 0 2 2 0 .x

x
x y r x yy y

y
           

د:  دویمره طریقره    2 2 2,F x y x y r      2لپراره ښرکاره ده چرېxF x  2واyF y   دي پرره دې

 اساس:

2

2

x

y

Fdy x x

dx F y y


     


 

ته لهxمشتق نظر yد  1
6 2 0y y x    کړئ.ضمني تا ع څخه تر سه 

6 2 5

5

2
0 6 2 0

6 1

x
y y x y y y x y

y
          


 

په ډېر ممیر مرواردو لکره نمرایي توا نرو، د توا نرو ضررب او تقسرم         

 اصررل کررې د توا نررو مشررتق د لومررارتم پرره مرسررته مررم رل کیرر ي، داسررې چررې تررر هررر څرره د مخرره د     

( )y f x :اړیکې له دواړو خواوو څخه طبیني لومارتم نیسو 
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ln ln ( )y f x 

lnپه  ( )f x اسینۍ اړیکې له دواړو خواوو څخه د ضمني تا ع په کې د اړینو پملیو وروسته، د پ

 تومه مشتق نیسو نو تر سه کی ي چې:

 
( )

[ln ( )] ( ) ( ) ln ( )
( )

f x
f x f x f x f x

f x

 
    

: که څه هم د  د طاد  تا ع مشتق  1
ny x  تا ع مشتق مو دn    لپاره تر سه کرړ، خرو

yاوس د  x   تا ع مشتق داسې  ال کې چې     یو  قیقي پدد فرض مروی وي، د لومرارتم پره

 مرسته مم رو:

 1 1

ln ln ln ln (ln ) ( ln )x xy x y x y x y x

y
y y x x x x

y x x x

 

   

 

  
  

       


       

 

 د. د نمائي تا ع مشتق   1
xy a .تا ع مشتق د لومارتم په مرسته تر سه کړئ 

ln ln ln ln (ln ) ( ln )

ln ln ln ln

x x

x x

x x

y a y a y x a y x a

y
a y y a a a y a a

y

       


       

 

  د  9
2xy x .تا ع مشتق د لومارتم په مرسته تر سه کړئ  

2ln ln ln 2 lnxy x y x x   

2

1
(ln ) (2 ln ) 2ln 2

2(ln 1) 2(ln 1) .x

y
y x x x x

y x

y x y x x


     

    

 

د  11
vy u .تا ع مشتق تر  سه کړئ 

ln ln (ln ) ( ln ) ln (ln )

( ln ) ( ln ) .

v

v

y
y u y v u v u v u

y

u u
y v u v y y v u v u

u u


        

 
        

 

 د  11

2

3

( 1) 1

( 4) x

x x
y

x e

 



   تا ع مشتق تر سه کړئ. 

1
ln 2ln( 1) ln( 1) 3ln( 4) .

2
y x x x x       

2 1 3
1.

1 2( 1) 4

y

y x x x


   

  
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2

3

2 1 3 ( 1) 1
1

1 2( 1) 4 ( 4) x

x x
y

x x x x e

   
     

    
 

 په ه ه صور  کې،  ل منکوس ويتوا ع د یوه   gوا fکه 

   y f x g y x   

له  g y x  اړیکې څخه د
dy

dx
تر سه کولو په موخه، د تا ع، تا ع داپدې په پام کې نیول سرره   

 کولی مو د ضمني تا ع په تومه یې مشتق ونیسو:

 
1 1

1
dg dx
dy dy

d d dg dy dy
g y x

dx dx dy dx dx
      

په دې اساس د y f x :تا ع مشتق د اړوند منکوس تا ع له جنسه یې پبار  دی له 

1
dx
dy

dy

dx
 

داسرې  رال کرې چرې د منکوسرې ترا ع مشرتق یرې ولررو، لره           په اکثر مواردو کې د یوې تا ع مشرتق  

 پاسینۍ طریقې څخه په ږسانۍ تر سه کولی مو.

 د منکوس مثلثاتي توا نو مشتق پبار  دی له: 

   
2 2

1 1
arcsin , arccos

1 1

d d
x x

dx dxx x


 

 

   2 2

1 1
arctan , arccot

1 1

d d
x x

dx x dx x


 

 

   
2 2

1 1
sec , csc

1 1

d d
arc x arc x

dx dxx x x x


 

 
 

arcsin دثبو  :  siny x y x   :او د تا ع د منکوس مشتق په پام کې نیول سره 

 
  2 2

1 1 1 1 1
arcsin

sin cos 1 sin 1
dx d
dy dy

d dy
x

dx dx y y y x
     

 
 

arccosضمنا د cosy x y x   لپاره کولی مو ولیکو 

 
  2 2

1 1 1 1 1
arccos

cos sin 1 cos 1
dx d
dy dy

d dy
x

dx dx y y y x

 
     

  
 

arctan دې تومهاو په هم tany x y x   په دې اساس 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 218

 
  2

2

2

2 2

2 2

2

1

cos

cos
2

cos

2 2 2 2cos sin

cos cos

1 1 1 cos
arctan

tan 1

cos 1 1

cos sin 1 tan 1

dx d
dy dy y

y

y

y y

y y

d dy y
x

dx dx y

y

y y y x

    

   
  

 

secarc د   x ،cscarc x واcotarc xتوا نو مشتقونه هم په ورته ډول تر سه کی ي . 

 د  12 
5(arctan )y x .تا ع مشتق تر سه کوو 

4 4

2

1
5(arctan ) (arctan ) 5(arctan ) .

1
y x x x

x
  


 

xfy)(څرنګه چې د توا نو په مبحث کې مو وویل، ممکن    تا ع په غیر مستقیم ډول د دریمt 

 ر( په تومه په  ندې ډول وښودل مي:پارامت tمتحول)









)(

)(

ty

tx




 

متحرول تررمنځ اړیکرې پره ټراکلو انتروالونرو کرې ک ردای مري           xتا ع او  yپه داسې مواردو کې د 

توجیه مي او د توا نو دا ماع ښودل، د تا ع پارمتریک ښودنه نومی ي. د ډېرو جالبو منحني مانو 

 امتریک ډول ښودل او تحلیل کیدای مي.لکه دایرې،  یضوي او داسې نورو اړونده منادلې په پار

 ونوموو، په دې صور  کې منکوس تا ع،   که چ رې 

)()( xttx  

tx)(نو ځکه  و ا)(ty  اړیکې په دوو)(xt  و ا)(ty   اړیکو اوړي چې دلتره y 

 متحول د تا ع، تا ع ده، نو x د

1 ( )
( )

( ) ( )
x t x t

t
y y t t

t t




 


      

 
 

  داسې  ال کې چې
)(

11

ttx
t x





 په پام کې نیول موی، نو 

t

t

x
x

y

t

t
y

ty

tx



















)(

)(

)(

)(








 

 دغه فورمول په  ندې تومه لیکي:

dt
dx

dt

dy

dx

dy

ty

tx










)(

)(




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 تا ع، د  ندې پارامتریک منادلو په برینه راکړل موې.  yمتحول څخه  x د .13مثال 









try

trx

sin

cos
 

 
dx

dy
 مشتق تر سه کړئ. 

.   ل.
sin

cos

)cos(

)sin(
catty

tr

tr

tr

tr

dx

dy
x

dt
dx

dt

dy








 

14  








2

12

ty

tx
 پارامتریک تا ع په پام کې ونیسئ او 

dx

dy
 یې تر سه کړئ. 

t               ل.
t

t

t

x

y
y

t

t

x 










2

2

)12(

)( 2

 

15  t

t

t

dt
dx

dt

dy

t

t

e
e

e

dx

dy

ey

ex 3
2

2
2

2
















 

11.5 

پرره اووم څپرکرري کررې د دوو 
xe  وا xe 

نمررایي توا نررو لرره ترکیرر  څخرره څلررور تا ع)هایپر ولیررک     

 توا ع( تر سه موې:

sinh , cosh
2 2

x x x xe e e e
x x

  
  

tanh , coth
x x x x

x x x x

e e e e
x x

e e e e

 

 

 
 

 
 

د هایپر ولیک توا نو مشتقونه، د هایپر ولیک تا ع او اکسپوننشیل توا نو د مشتق له تنریف 

 څخه تر سه کی ي.

       

(sinh ) cosh
2 2

x x x xe e e e
x x

 


  
    

 
 

       

(cosh ) sinh
2 2

x x x xe e e e
x x

 


  
    

 
 

sinh)   په دې اساس ) cosh , (cosh ) sinhx x x x   

tanhد xواcoth x  توا نو مشرتق نیونره،دsinh xواcosh x     نۍ تر سره  نسرب  پره تومره پره ږسرا

 کی ي.
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sinh cosh
tanh , coth

cosh sinh

x x
x x

x x
  

 
2 2

2 2

sinh cos sin 1
tanh

cosh cos cos

x h x h x
x

x h x h x


  

   
 

 

 
2 2

2 2

cosh sin cos 1
th

sinh cos cos

x h x h x
co x

x h x h x


   

   
 

 

     نو ځکه   2 2

1 1
tanh , coth

cos sin

d d
x x

dx h x dx h x


  

منکوس هایپر ولیک توا ع چې پره اووم څپرکري کرې ولوسرتل      

 موې، په  ندې تومه دي:

   2 2arcsin ln 1 , , arccos ln 1 , 0

1 1 1 1
arctan ln , 1 , arccot ln , 1

2 1 2 1

hx x x x hx x x x

x x
hx x hx x

x x

       

 
   

 

 

 د منکوس هایپر ولیک توا نو مشتقونه پبار  دي له:

   

   

2 2

2 2

1 1
arcsin , arccos

1 1

1 1
arctan , arccoth

1 1

d d
hx hx

dx dxx x

d d
hx x

dx x dx x


 

 


 

 

 

arcsinدثبو  :  hxتا ع مشتق پبار  دی له: 

  2 2

arcsin sinh

1 1 1 1 1 1

sinh cos cos 1 sinh 1
dx d
dy dy

y hx y x

dy

dx y y y y x

  

      
 

 

 ه هم په پاسینۍ طریقه تر سه کی ي.د نورو هایپر ولیک توا نو مشتقون

 تا ع  مشتق تر سه کولو لپاره دویمه طریقه کاروو: arccoshxد 

   
 

2

2 2

2

2

2

1 2
1 1

2 2 2 2 2

1
arcsin ln 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

x xx

x x

x x
hx x x

x x

x x

x x x x x x x x

 

 


      

    

   
     

        

 

 د هایپر ولیک توا نو مشتقونه کولی مو په هرو دوو پاسینو طریقو تر سه کړو
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  10.6 

ع د مشرتق،  د یوې نوې تا ع په تومره د یروې ترا ع مشرتق ک ردای مري د مشرتق نیولرو وړ وي، د ترا          

مشتق ته دویم مرتبه مشتق  وایي، په همدې تومه له یوې تا ع ک دای مي ځینرې م رال څرو ځلره او     

 یا  تی   ن ای  مرتبه مشتق ونیسو او دغه مشتقونه په متوالي تومه په  ندې تومه ښیي.

 متوالي مشتقونه د مشتقونو مرات 

) تا ع )y f x 

 لومړی مشتق
( )

dy
y f x

dx
   

 دویم مشتق
)(

2

2

xf
dx

yd
y  

 دریم مشتق
)(

3

3

xf
dx

yd
y  

 n مشتق ام 
)()()( xf

dx

yd
y n

n

n
n 

 

 د  1
3 2y ax bx cx d   .تا ع لومړی، دویم، دریم او څلورم مشتقونه تر سه کړئ 

  ل

3 2 2

(4)

, 3 2

6 2 , 6 , 0

y ax bx cx d y ax bx c

y ax b y a y

       


    

 

sinyد  2 x .متوالي مشتقونه ومم رئ 

  ل

 

       

       

4

5 6 7 8

9 10 11 12

sin , cos , sin , cos

sin , cos , sin , cos

sin , cos , sin , cos

y x y x y x y x

y x y x y x y x

y x y x y x y x

      

     

     

 

 د  3
xy e .متوالي مشتقونه ولیکئ 

  

 4 xy y y y y e        

 مرتبه مشتقونه ولري، نو:ام nتوا ع  vو ا u که چ رې: د متوالي مشتقونو دواپد

( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( ( )) ( ) , . ( )

. ( ) , . ( ) 2

n n n n ni u x u x ii u v u v

iii uv u v uv iv uv u v u v uv

    

           
 

(4) (4) (4)

. ( ) 3 3

. ( ) 4 6 4

v uv u v u v u v uv

vi uv u v u v u v u v uv

         

         
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د  ینوم انکشافي  ال  او د دوو تا ع مانو ضررب  اصرل متروالي مشرتقونو      که ځیر مو، د نیوتن

 ترمنځ ورته والی او تنا ر لیدل کی ي، داسې چې:

   ( ) 3( ) ( 1) ( 2) ( )

1 2 3

n nn n n n
n n n

u v u v u v u v u v uv
      

            
     

 

  یی نیع فورمول پنامه یادی ي. وروستئ فورمل د

د   4
2xey x  

 تا ع دریم مشتق تر سه کړئ. 

  ل 

       
    xexexexey xxxx   2.. 222 





 

 

2 2 2

2 2

( ) 2( ) ( ) ( )

4 2

x x x

x x x

y e x e x e x

a e x ae x e

  

  

      

  
 

2 2 2 2

3 2 2

( ) 3( ) ( ) 3( ) ( ) ( )

6 6

x x x x

x x x

y e x e x e x e x

a e x e x e

   

   

         

  
 

10.7    

که چ رې  y f x  منادله په پام کې ونیسو، چېf       پکې یوه تا ع وي. پره ډېرر مرم ر مرواردو

اړوند متحول  ردلوع   yمتحول  وړوکې  دلوع مم رنې مځر  کی ي چې په دې اساس د   xکې د 

وي، په دې صرور     xته د متحول د  دلوع میزاع   2xڅخه  1xهم  اید وټاکل مي. که چ رې له 

 کې لیکي چې

2 1x x x   

x   پدد دx  2اید مڼل کی ي. نو تز 1x x x   دx      ه ه مقدار دی چرې د لرومړني دیمر  او

 xمتحول ه ه تزاید دی، چرې د    yد  y. په ورته تومه مکل( 11.3)تزاید مجموس مڼل کی ي

 له تزاید سره اړوند وي، په دې اساس

       2 1 1 1y f x f x f x x f x      

 

 مکل 11.3
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   دی له:متحول تزاید پبار y د،  په اندازه زیا  مي xمتحول دxکه چ رې:  د تزاید تنریف

   y f x x f x    

 که 1
23 5y x  د.  په پام کې ونیسوx په زیات دو سره دy .تزاید وټاکئ 

  

       

     

       

2 2

22 2

2 22 2

3 5 3 5

3 2 5 3 5

3 6 3 5 3 5 6 3

y f x x f x x x x

x x x x x

x x x x x x x x

            

         

           

 

         په دې اساس   2
6 3y x x x     

3xy د   2  .زیاتوالی)تزاید( تر سه کړئ 

  

      yxxxxxxyxxyy 
32233

33 

    33223 33 xxxxxxxy  

    نو   
2 323 3y x x x x x       

 
 

تزایرد د دوو  ردونو لره مجمروس څخره جروړ مروی،          yله پاسیني مثالونو څخه لیدل کی ي چې د 

ته په کتو خځي ده، چې د متحول د تزاید او د تا ع مشتق لره ضررب     xیې  داسې چې اصلي  رخه

  اصل څخه پبار  ده.

د تا ع د تزاید اصلي  د تا ع زیاتوالی)تزاید( تا ع

  رخه

23 5y x     2
6 3y x x x      6y x x   

3xy     
2 323 3y x x x x x       

 
 

23y x x   

)تررا ع تزایررد اصررلي  رخرره یننررې   fد  تنریررف: ) دیفرنسرریل ( د تفاضررلي )f x x   د یررادې تررا ع د

 لیکي:دیفرانسیل په نامه یادی ي او 

   df x f x dx 

 سمبول ښودل کی ي.  dxته د محول دیفرانسیل وایي او په  xپه دې  ال  کې 

dydx,     مفاهیم، یننرې د ترا ع او متحرول دیفرانسریلونه دx واy    زیاتوالي)تزایردونو( تنیبرر

xfy)(دی چې د فوق الناده وړو مفاهیمو په تومه په پام کې نیول کیر ي، نرو د        ترا ع د مشرتق

)ونو له نسب  څخه پبار  دی، یننې مف وم د همدې دوو دیفرانسیل )
dy

dx
f x چې د  یی نیع ،

 له تنیبر سره سموع خوري.
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 توا ع  ندې راکړل موي دي، دیفرانسیلونه یې ولیکئ. vوا f  ،g  ،uد  3

       2 23 4 , sin , , lntf x x x g u t e v x x      

  

         

       2

6 4 , cos

2 ,t dx
x

df x f x dx x dx dg g d d

du t u t dt e dt dv x v x dx

         

    
 

دیفرانسیل په  قیق  کرې مشرتق تره ورتره مف روم دی چرې ځرانګړنې        : د دیفرانسیل الجبري دواپد

 ورته دي. یې هم د مشتق ځانګړنو ته

   

    1

2

. 0 , , . , .

. , . , .

I dc c const II d cx cdx III d u v du dv

u udv vdu
IV d uv udv vdu V d VI d x x dx

v v

  

     

 
    

 

 

   

       1

. sin cos , . cos sin

. , . ln , . lnx x x x

x

VII d x x dx VIII d x xdx

IX d e e dx X d x dx XI d a a a dx

 

  
 

1x د  4

x
y xe  ،تا ع دیفرانسیل ولیکئ 

    21 1 ( )x x x x

x x
dy d xe xe dx e xe x dx

       

 د .5
xa  ،ln x و اarctanx .توا نو دیفرانسیل تر سه کړئ 

       

   
2 2

ln , ln ln

1
arctan arctan

1 1

x x x dx
x

d a a dx a adx d x x dx

dx
d x x dx dx

x x

    

  
  

 

11.1  

 د مشتق تنریف

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( ) lim
x x y x

y f x x f x f y f x
y f x y f x

x x y x    

   
      

  
 

په یوه نقځه کې دمشتق نیونې وړ تا ع، په هماغره نقځره کرې     : د تمادی  کافي مرط  –نیونه مشتق

 متمادي هم ده.

په یوه نقځه کې د تا ع مشتق، د ه ه مستقیم له میل سره مساوي دی چې :  مف ومد مشتق هندسي 

 په هماغه نقځه کې د تا ع په مراف مماس وي.
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                    د ثا   تا ع مشتق                                                            1. 0f x c f x   

                                                                    د پینی  تا ع مشتق        2. 1f x x f x   

د توا نو د مجموس او تفاضل مشتق                                                    3. f g f g


    

.4                         د توا نو د ضرب  اصل مشتق                                                ( )fg f g fg    

.5                                      د تا ع او ثا   پدد  ضرب  اصل مشتق                       ( )cf cf  

          د توا نو  تقسیم  اصل مشتق                                                          
2

6.
f f g fg

g g


   

 
 

 

                             د طاد  تا ع مشتق     17. ,f x x f x x      

             د مثلثاتي توا نو مشتق

2 2

8. (sin ) cos , 9. (cos ) sin

1 1
10. (tan ) , 11. (cot )

cos sin

d d
dx dx

d d
dx dx

x x x x

x x
x x

  


 

 

 د منکوس مثلثاتي توا نو مشتق

2 2

2 2

1 1
12. (arcsin ) , 13. (arccos )

1 1

1 1
14. (arctan ) , 15. ( cot )

1 1

d d
dx dx

d d
dx dx

x x
x x

x arc x
x x


 

 


 

 

 

.16                    د نمائي توا نو مشتق ( ) ln , 17. ( )x x x xd d
dx dx

a a a e e  

 د لومارتمي توا نو مشتق

1 1 1
18. (log ) log , 19. (ln )

ln
d d

a adx dx
x e x

x x a x
   

 د هایپر ولیک توا نو مشتق

2 2

20. (sinh ) cosh , 21. (cosh ) sinh

1 1
22. (tanh ) , 23. (coth )

(cosh ) (sinh )

d d
dx dx

d d
dx dx

x x x x

x x
x x

 


 

 

 د منکوس هایپر ولیک توا نو مشتق

2 2

2 2

1 1
24. (arcsin ) , 25. (arccos )

1 1

1 1
26. (arctan ) , 27. ( coth )

1 1

d d
dx dx

d d
dx dx

hx hx
x x

hx arc x
x x

 
 

 
 

 

 مشتق تا ع تا ع(د ) د مرک  تا ع



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 226

    
( )

28.
( )

x u x

y f u dy dy du d d du
y y u f g x f u

u g x dx du dx dx du dx

 
           

 

                                د لومارتم په کارولو سره د تا ع ممتق 29. ( ) ( ) ln ( )f x f x f x


   

      د منکوس توا ع مشتق
1
dx
dy

dy

dx
           یا                        

( ) 1
30.

( )
x

y

y x
y

x g y x

 
 

 
 

                                                          د پارامتریک توا نو مشتق
( )

31.
( )

dy

dt

dx
dt

x t dy

y t dx





 
 

 
 

.32                                                                    د ضمني تا ع مشتق ( , ) 0 x

y

Fdy
F x y

dx F


   


     

 د  یی نیع فورمول

   ( ) 3( ) ( 1) ( 2) ( )33.
1 2 3

n nn n n n
n n n

u v u v u v u v u v uv
      

            
     

 

                 (                  يدیفرنسیل)تفاضل     34. y f x dy df x f x dx          

 

11.9   

وښیئ چې.1  5f x x 5تا ع پهx .مشتق نلري 

2.  9g x x    تا ع دx ؟متحول په کومو دیمتونو کې مشتق لري 

 :د  ندې توا نو مشتق ومم رئ

                 

2

3 2 23
9

3. 4 6 12 10 , 4. 4y x x x y x x
x

       

          

    2 3 21
5. 1 4 , 6.y x x y x ax bx c

x

 
       

  

 

              
 

25 4 27. 4 3 9 , 8. 5 2 9 10y x x y x x x     

         

   2

2

2
9. 2 1 2 3 , 10.

2 4 8

x
y x x x y

x x
    

 
 

           
 

5
7

2

1 4 7
11. , 12. , 13.

3 64 5

x
y y y x x

xx


  


 

                        

 
2

23
3

1 2
14. 1 1 , 15. 4 3y y x

x x

  
      
  
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 
 

2
2

53 2

3 2

5 1
16. 2 1 , 17.

2 3 6

x
y x x y

x x


   

 
 

               
18. 5 , 19. 7 3 , 20. 4y x y x y x     

            
21. 5sin 4 , 22. cos2 tan 4 siny x y x x x    

               
 3 2 5 223. sin 2 4cos , 24. cos 1y x x x y x    

 
1 1

25. tan cot , 26. , 27.
cos sin

y x y y
x x

   

             
28. sec5 cos4 , 29. tan7y x x y x   

 د  ندې توا نو دویم او دریم مرتبه مشتقونه تر سه کړئ:

4 2 230. 5 3 , 31. sin cos 4y x x y x x x x      

   
4 2

2 232. 5 3 , 33.y x y ax bx c     

 د  ندې توا نو پنجم مرتبه مشتقونه تر سه کړئ:

4 2 1
34. sin , 35. 3 1 , 36.y x y x x y

x
      

cosxyله  .31 y اړیکې څخه x   ته په کتو دy  .تا ع مشتق تر سه کړئ 

د. 31 siny x y .تا ع مشتق تر سه کړئ 

3د. 39 3 8x y xy  0تا ع مشتق پهx .کې ومم رئ 

3 له. 41 25 4 0y x xy  تا ع څخه
dy

dx
1x مقدار په y .کې تر سه کړئ 

 د  ندې توا نو مشتق تر سه کړئ:

ln
41. log , 42. log , 43.

1

x x
y y x y

x x
  


 

         

 
12

3 2 4
1

44. 2ln , 45. 2ln 4
x

y x x
x


  

د. 41  2
ln

1

x
f x

x



1xتا ع مشتق په .ومم رئ 

2د. 41 0xye y تا ع مشتق په 0 ,  کې تر سه کړئ.0

د. 41 sin
x

y x تا ع مشتق په
2

x .کې تر سه کړئ 

 .د  ندې تا ع مانو مشتق ومم رئ

                  

1

49. ln , 50. , 51. 3x xxy e x y e y


   
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 
23 arcsin

arccos4

52. arcsin 5 2 , 53.

54. arccos , 55.

x

x

y x y e

y x y e

  

 

 

     56. ln arctan 7 , 57. cot sin arctan cosy x y ar x x   

            
   3 258. sin , 59. arccos arcsinxy arc e y x x   

            

60. sinh , 61. (arcsin )(arccos )

arctan
62. , 63. arctan coth

y x x y x hx

x
y y x arc x

x

 

  
 

، په  ندې پارامتري توا نو کې
dy

dx
 مشتق تر سه کړئ:،  

2 2 1

3 2

4cos 2 3 5 3
64. , 65. , 64.

4sin 4sin 3sin

tx t x t t x e

y t y t t y t

       
  

     

 

secarc د. 15 x ،cscarc x واcotarc x .توا نو مشتقونه تر سه کړئ 
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لررره مشرررتق څخررره د ترررا ع  ررردلونونو لکررره تزایرررد، تنرررادص، اپظمررري او اصررر ري، د مرررراف انحنرررا     

مقنر والي( او اننځاف په مځالنه کې کار اخلي، د دې ترڅنو لره مشرتق    ډولونو)محدب والي او

څخه کولی مو په مب م  ا تو کې د توا نو لیم  ومم رو. د طبیني پلومو په  رخو لکه فزیک او 

انجنیررري کررې د مشررتق کررارونې ډیرررې پراخررې دي. پرره دې څپرکررې کررې د مشررتق کررارونې پرره ځینررو     

 امرځو.پاسینیو مواردو په لنډه تومه ر

11.1   

د یوې تا ع د دیمتونو   دلوع مسیر د اړونده مراف په برینه یې ټاکل کی ي، منمو  د تا ع مرراف  

په ټاکلو انتروالونو کې ترر مځرالنې  نردې نیسري او ترا ع ک ردای مري پره یروه انترروال کرې ن رایي             

 زاید او تنادص مفاهیم مخکې مځر  مول)پنجم څپرکی(.دیمتونه ولري. د توا نو ت

مشتق منونکې تا ع په یوه انتروال کې متزاید وي، مشتق یې په دې انتروال  xf)(که چ رې (  1)

)(0کې هیڅکله منفي نه وي، یننې  xf. 

د ترا ع مشرتق پره دې    مشتق منونکې تا ع پره یروه انترروال کرې متنرادص وي،       xf)(که چ رې (  2)

)(0انتروال کې مثب  نه وي، یننې  xf. 

که تا ع په یوه انتروال کې متزاید وي، د تا ع د مرراف  پره هرر نقځره کرې کره ممراس رسرم         (: 1ثبو  )

او د  راده زاویرې تنجنر  یننرې د ممراس       مکل( 11.3)محور سره  اده زاویه جوړوي xمي، نو د 

 ماس میل(، په هره نقځه کې منفي نه دی.میل مثب  دی، په دې اساس د تا ع مشتق)د م

په همدې تومه د متنادص تا ع د مراف په هر نقځه کې مماس له افقي محور سره منفرجه زاویره  ( 2)

، نو ځکه د تا ع مشتق (11.4)مکل جوړوي، چې د منفرجه زاویې تنجن )د مماس میل( منفي دی

 مثب  نه دی.

 

 د متزاید توا نو مرافمکل  11.3
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 د متنادص توا نو مرافمکل     11.4

تررا ع پرره   fکرره چ رررې   ,a b  انتررروال کررې متمررادي او پرره

 ,a b :انتروال کې مشتق منونکې وي 

که له    (1) ,a b  څخه د هرx   لپاره( ) 0f x   وي، نوf   په ,a b .کې متزاید ده 

که له   (2) ,a b  څخه د هرx   لپاره( ) 0f x   وي، نوf   په ,a b .کې متنادص ده 

له دې چې له ( 1بو  : )ث ,a b  څخه د هرx   لپاره( ) 0f x   ده، له ,a b  انتروال څخه دوه

1x 2واx   1اپداد داسې په پام کې نیسو چې 2x x  وي، او په 1 2,x x  انتروال کې د منجني

پدد په  cدیم  دضیه تځبیق کوو،  1 2,x x انتروال کې موجود دي او 

      2 1 2 1f x f x f c x x   

2لرره دې چررې  1 0x x   وا  0f c  لرره وروسررتۍ اړیکررې څخرره پایلرره تر سرره کرروو چررې      ، دی 

   2 1 0f x f x  دی، یننې     2 1f x f x 

 دضیې ثبو  هم په همدې طریقه کی ي (2)د . دیمتزاید  f نو ځکه

داخلرري نقځرره د  حرانرري نقځررې پرره نامرره    cتررا ع  تنریررف لرره نررا یې څخرره یرروه    fد  

یادی ي، که د مراف ممراس پره     ,c f c          کرې، افقري  الر  ولرري او یرا دا چرې مشرتق منرونکې

وي، یننې   0f c  یا f c  مکل(. 11.5)موجود نه وي   

 

 مکل 11.5
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 د  1   
2 35 4f x x x   .تا ع  حراني نقځې تر سه کړئ 

د  f x تا ع مشتق مم رو 

    
 

 

    

 

      

 

  

 

1
3

2 2
3 3

2 2
3 3

2 2
5 6 5 4 5

2 5 4
3 4 3 4

5 5 6 4 5 7 19

3 4 3 4

x x x x
f x x x

x x

x x x x x

x x

    
     

 

     
 

 

 

 اوس  ه ومورو چې مشتق د کومو اپدادو لپاره صفر او یا د تنریف وړ نه دی.

 
  

 
  

2
3

1 2

5 7 19 19
0 0 5 7 19 0 5,

73 4

x x
f x x x x x

x

 
           


 

او د تررا ع مشررتق یننررې  f x 4 پررهx   نررو د یررادې تررا ع  حرانرري نقځررې  ، نشرري تنریررف ک رردلی

 پبار  دي له:

19
1 2 37

5 , , 4x x x    

 تا ع له تنریف نا یې څخه یو پدد وي. f د cکه 

 (1    ) f c دf  ،که چیري  تا ع موضني اپظمي ده ,a b    خرلاص انترروالc      داسرې پره ځراع

کررررررې ولررررررري چررررررې، لرررررره   ,a b   انتررررررروال څخرررررره د هرررررررx    لپرررررراره( ) ( )f x f c یننررررررې ،

( , )
( ) max ( )

a b
f c f x وا( , ( ))c f c .موضني اپظمي نقځې دي 

 (2    ) f c دf  ،که چیرې  تا ع موضني اپظمي ده ,a b  انترروال   خرلاصc      داسرې پره ځراع

کې ولري چې، له  ,a b     انترروال څخره د هررx     لپراره( ) ( )f x f c  یرا ،
( , )

( ) min ( )
a b

f c f x 

)و ا , ( ))c f c .موضني اپظمي نقځې دي 

موضررني  local       اصررځلا  پرره دې مننرری ده چررې تررا ع کرره څرره هررم پرره ډېررر محرردود انتررروال کررې د

اپظمي او اص ري درلودونکې ده، ځینرې م رال د موضرني اپظمري او موضرني اصر ري پره ځرای         

ظمرري او نسرربي اصرر ري کرراری ي. د موضررني اپظمرري او موضررني اصرر ري دیمتونررو ترره     نسرربي اپ

 موضني اکستریم هم وایي.

],[تا ع په  xf)(که چ رې     ba     انترروال کرې متمرادي او د),( bac   لپراره د)(cf 

یروه  حرانرري نقځره مڼرل کیرر ي، یننرې      cدیمر  اپظمري یرا اصرر ري وي، نرو       0f c    یراf   پرره

x c .کې مشتق منونکي نه دي 

محور سره موازي او میل یرې صرفر دی   xپه اپظمي یا اص ري نقځه کې مماس مستقیم له و  . ثب

)0( m په دې اساس  

( ) 0f c m    
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تا ع په   fکه   ,a b  انتروال کې متمادي او

په  ,a b  ولو د (کې مشتق منونکې ويc  )نقځې په استثنا 

)که  (1) ) 0f x   دa x c   لپاره او( ) 0f x   دc x b  پاره وي، نو ل f c  دf 

 موضني اپظمي ده.

)که  (2) ) 0f x   دa x c   لپاره او( ) 0f x   دc x b   لپاره وي، نو f c  دf 

 موضني اص ري ده.

که له  (3) ,a b  څخه د هرx   لپاره پرته لهc  څخه( ) 0f x   یا( ) 0f c    وي، نرو f c  د

f .موضني اکستریم نه دی 

 

 مکل 11.1مکل                                                            11.1

ه رره انتروالونرره وټرراکئ چررې پکررې      2  2f x ax bx c       تررا ع یرروازې متزایررد او یررا

 متنادص وي.

 :د مشتق صفري نقځې ټاکو ل . 

   
2

2 , 0 2 0 b
a

f x ax b f x ax b x          

 0a لومړی  ال  

a
bx

2
 

a
bx

2
 

a
bx

2
 x 

 0    2f x ax b   

: اص ري دیم  متزاید

 
2

2

4

4
b
a

ac b
f

a


  

 متنادص  2f x ax bx c   

),( لیدل ک  ي چې د تا ع تزاید انتروال 
2


a

b
),( او د تنادص انتروال یې 

2a
b .دی 
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 0a دویم  ال  

a
bx

2
 

a
bx

2
 

a
bx

2
 x 

 0    2f x ax b   

: اپظمي دیم  متنادص

 
2

2

4

4
b
a

ac b
f

a


  

 متزاید  2f x ax bx c   

),(په دې  ال  کې د تزاید انتروال 
2a
b  او د تنادص انتروال),(

2


a
b .دی 

 په دې اساس

   

   

2

2

2

2

4
0 min

4

4
0 max

4

b
a

b
a

ac b
a f x f

a

ac b
a f x f

a


    


    

 

د  3   
2
3 2 8f x x x  او اړونده مراف یې رسم کړئ. تا ع موضني اکستریم نقځې وټاکئ 

 :د تا ع مشتق مم رل 

      
   1 1

3 3

1 1
3 3

2 2 2
2 2

3

6 2 8 8 2
2 8

3 3

x x x
f x x x x x

x x

   
      

 : د  حراني نقځو ټاکل

 
 

 
1
3

2
2 28 2

0 0 8 2 0 2 2
3

x
f x x x x

x


            

0xاو مشتق پره         2دې اسراس ترا ع درې    کرې تنریرف مروی نره دی، پره  ،1 حرانري   2و ا 

نقځې لري، په  , 2   ، 2 ,0 ، 0 , وا 2 2 ,    نا یو کې د تا ع  دلونونه پره

  ندې جدول کې مځر  کوو:

 2 ,   0 , 2  2 ,0  , 2  انتروال 

8 1 1 8  k  ټرررررررررراکلی

 پدد

248
3
 

8
3
 

8
3
 

248
3

  f k 

    د f x 

 اماره

2پرررررررره , 


 کې متزاید

0په , 2   کې

 متنادص

2پررررررره ,0  

 کې متزاید

پرررررررره , 2 


 کې متنادص

د مررررررررررررررررراف 

  دلوع
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 لمک 11.1

د  4  3 2 5 5f x x x x    .تا ع موضني اکستریم نقځې وټاکئ او مراف یې رسم کړئ  

                   :د تا ع مشتق مم رل     23 2 5 3 5 1f x x x x x       

 : د  حراني نقځو ټاکل     5
1 23

0 3 5 1 0 , 1f x x x x x          

5،  1پره دې اسراس ترا ع دوې    
3

      حرانري نقځرې لرري، پره  5
3

,   ، 5
3
,1 وا 1,  نررا یو

 کې د تا ع تحو   په  ندې جدول کې مځر  کوو:

 1,   5
3

, 1  5
3

,  انتروال 

2 0 2 kټاکلی پدد 

11 5 3  f k 

   د f x اماره 

په 1,  په کې متزاید
5
3

, 1   په کې متنادص 5
3

,   د مراف  دلوع کې متزاید 

 

 مکل 11.9
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11.2

],[ تا ع په xf)( که چ رې: د رولي دضیه ba په، انتروال کې متمادي ),( ba   کې مشتق منرونکې

)او ) ( )f a f b نو ل  تر ل ه، وي c له ),( ba ېانتروال څخه داسې موجود دی چ  

  0f c  

 

 مکل 11.11

متمادي تا ع په یوه تړلي انتروال کرې د دضریې مررط پره پرام کرې نیولرو سرره، لر  ترر لر ه یروه             ثبو . 

، فرضرروو چررې دغرره نقځرره یررا یرروه لرره دې نقځررو څخرره      مررکل( 11.11)اپظمرري او یرروه اصرر ري لررري  

))(,( cfc  0وي، د فرما د دضیې مځا ق)(  cf دی. 

],[ ترا ع پره   f چ رېکه ( : د  مرانژ دضیه)د مشتق منجني دیم  دضیه ba     انترروال کرې متمرادي

),( په او ba ،کې مشتق منونکې ويc په ),( ba :انتروال کې موجود دی داسې چې  

( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a   

 ېینن 

 
   

ab

afbf
cf




 

xثبو  .   
ab

afbf
xfxg






)()(
 لیدل کی ي چې:،  مرستندویه تا ع په پام کې نیسو )()(

ab

abfbaf
a

ab

afbf
afag











)()()()(
)()( 

ab

abfbaf
b

ab

afbf
bfbg











)()()()(
)()( 

)()( په دې اساس bgag  د رولي دضیې پره اسراس  ، ده c   پردد پره ),( ba     انترروال کرې موجرود

)(0دی داسې چې  cg  چېوي، له دې 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

f b f a f b f a
g x f x g c f c

b a b a

 
        

 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

f b f a
f c f b f a f c b a

b a


      


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 مکل 11.11

1   2f x x په پام کې نیسو  ،c  پدد له 0 ,  انتروال څخه داسې تر سه کوو چې 2

     2 0

2 0

f f
f c




  .صدق وکړي 

دا چې   2f x x  نو، دی  2f c c  نو، ک  يc پدد په  ندې تومه ټاکل ک  ي: 

 
    2 22 0 2 0 4

2 2 2 2 1
2 0 2 0 2

f f
f c c c c c

 
         

 
 

2   3 8 5f x x x   تا ع په پام کې نیسو  ،c پدد له 1 , انتروال څخه تر سه کوو  4

 داسې چې     4 1

4 1

f f
f c




  .صدق وکړي 

ېله دې چ   23 8f x x   نو،  دی  23 8f c c   په دې اساس، ميc  پدد په  ندې

 تومه ټاکل کی ي:

 
       2 2

2

2 2 2

4 1 4 8 4 5 1 8 5
3 8

4 1 4 1

39
3 8 3 8 13 3 21 0 7

3

f f
f c c

c c c c

      
    

 

           

 

1په دې اساس 7c  2وا 7c   .اپداد د راکړل موې تا ع منجني دیم  دضیه کې صدق کوي 

),()(فرضوو چې   xfxg   توا ع پره],[ ba    انترروال کرې

),(متمررادي، پرره   ba   0کررې مشررتق منررونکي او)(  xg   وي، نررو لرره),( ba  څخررهc سررې پرردد دا

 موجود دی چې:

)(

)(

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf









 

)(  یاهمثبو : 
)()(

)()(
)()( xg

agbg

afbf
xfxF




 لیدل کی ي چې:، مرستندویه تا ع ټاکو  

)()(

)()()()(
)(

)()(

)()(
)()(

)()(

)()()()(
)(

)()(

)()(
)()(

agbg

agbfbgaf
bg

bgbg

afbf
bfbF

agbg

agbfbgaf
ag

agbg

afbf
afaF




















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)()(نو  bFaF    ده، د رولي دضیې مررط د)(xF       لپراره صردق کروي او پره دې اسراس لره),( ba 

 پدد داسې موجود دی چې: cانتروال څخه 

0)(
)()(

)()(
)(0)( 




 cg

agbf

afbf
cfcF 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f c

g b g a g c


  


 

11.3    

و، محدب والي او مقنر والي په ټاکلو د تا ع دویم مشتق د اپظمي او اص ري نقځو په تر سه کول

 او د اننځاف نقځې په تشخیص کې م م رول لري او  ندې یې مځالنه کوو.

پردد کرې مشرتق منرونکې وي، پره         cترا ع پره     fکره چ ررې   : د مراف محدب والی او مقنرر والری   

  ,P c f c  نقځه کې دf    مراف محدب مڼل کی ي، مشروط په دې چرې ,a b    انترروال چرې

c   ولري داسې موجود وي چې مماس په  په  ر کېP           نقځره کرې د مرراف لره پاسره وادرع مري. دغره

 .مکل( 11.12)مراف  ندې ځای ونیسي  fمنحني ه ه م ال مقنر مڼل کی ي چې یاد مماس د 

 

 مکل 11.12

ه رره نقځرره چرررې د تررا ع مررراف اړونررد د تحدب)محررردب والرري( او تقنر)مقنررر والررري(        اننرځرررراف :  

 نقځه.  Pه  له  یلوي، د اننځاف نقځه نومی ي. لکه په هر یوه  ندې مکل کې انتروالونه له یو

 

 مکل   11.13

کې د تا ع مرراف پره  مکل(  11.13) په , b    انترروال کرې محردب، پره  ,b d   کرې مقنرر او پره

 ,d  .یاد مراف په محدب دیG و اH .کې اننځاف لري 
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په  ر کې   cپه یوه انتروال کې چې تا ع   fکه چ رې  

ولري مشتق منونکې او  f c :موجود وي نو 

که(   1)   0f c  د، ويf مراف په   ,P c f c .کې مقنر دی 

که(  2)   0f c  د، وي f  مراف په   ,P c f c .کې محدب دی 

د محدب او مقنر مرافونو په نقځو د مترادف مماسونو له ترسیم څخره د افقري محرور پررمخ      ثبو .

 کې لیدل کی ي چې: مکل( 11.12) ې جوړی ي، د دضیې ثبو  په پایلهمتزایدې او متنادصې زاوی

 

 مکل 11.14

د محدب والي په صور  کې د مماس میل یننې  f x      ،متنادص دی، نرو ځکره د ترا ع د مشرتق

مشتق یننې  f x  اید منفي وي او  النکس. په همدې تومه د مراف مقنر والي په صور  کې 

 دویم مشتق مثب  دی.

تا ع په یوه خرلاص انترروال کرې     fکه چ رې: ه کارونې سره د اکستریم کافي مرطد دویم مشتق پ 

او په  ر کې لري، مشتق منونکې وي cچې  0f c  :مي نو 

که(  1)   0f c   وي ،f پهc ،کې موضني اپظمي لري  

که(  1)   0f c   وي ،f پهc .کې موضني اص ري لري 

 ( 1) : ثبررو    0f c    مررررط ښررریي چرررې مرررراف پرره  ,c f c  کرررې محررردب دی او لررره دې چرررې

  0f c   دی، نررو پرره  ,c f c   کررې ممرراس افقرري دی، پرره دې اسرراسf   پررهc   کررې موضررني

 مکل(.  11.15)اپظمي لري

 (2  )  0f c     مرط ښیي چې مرراف پره  ,c f c      کرې محردب دی او لره دې چرې  0f c  

دی، نو په   ,c f c  کې مماس افقي دی، په دې اساسf   پهc  کې موضني اص ري لري. 

 مکل( 11.11) 
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 مکل 11.15                                مکل                           11.11

کې اننځاف ولري، نو 0xپه fکه چ رېدضیه:  0 0f x  یا 0f x .موجود نه دي 

 د اپظمي موجودی 

x c c x c x 
    xf  

 0   xf  

 مقنر متزاید ياپظم مقنر متنادص xf 

 د اص ري موجودی 

.x c c x c x 

    xf  

 0   xf  

 محدب متنادص اص ری محدب متزاید xf 

169ه ه انتروالونه مشخص کړئ چې پکې د   1 23  xxxy     ترا ع مرراف محردب او

 یا مقنر وي.

301860

301860

1866183 2







xxy

xxy

xyxxy

 

)لیدل کی ي چې په  , 3)   انتروال کې دویم مشتق منفي او په( 3 , )     ،کرې مثبر  دی

 .مکل( 11.11)نو ځکه مراف په لومړي انتروال کې محدب او په دویم کې مقنر دی

3x 3 3x x 

 0  y  

 گراف محدب اننځاف مقنر
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  د  2
2xey  .تا ع  حراني او اننځاف نقځې وټاکئ او مراف یې رسم کړئ 

 

222 2422 xxx exeyxey  

 نو ځکه

.0240

.0020

2

1
2
122

2



 

xxxy

xxey x

 

 
2

1
  1  

2

1  x 

 1    1  y  

   1    y 

 مقنر اننځاف محدب محدب محدب اننځاف مقنر
د مراف 

 انحنا

 متزاید متزاید متزاید ياپظم متنادص متنادص متنادص
د مراف 

 ډولونه

 

 مکل 11.11

  11.4   

یو موضني اص ري دیم  په پمومي تومه ممکن مځلق  ال  نلري یننې تر ټولو اص ري دیمتونو 

 وړوکی نه وي او ممکن اپظمي دیم  په خپل تنریف نا یه کې تر ټولو لوړ دیم  ونلري.

نقځره کرې یرو     cپررمخ پره    Dد   fي چرې  د تنریف نا یره ولرري. ویرل کیر       Dتا عر   fکه چ رې 

)لپررررراره    xکرررررې د هرررررر    Dمځلرررررق اپظمررررري لرررررري، کررررره چ رررررررې پررررره       ) ( )f x f c  مرررررري او

   max
x D

f c f x M


   پهD  کې دf   پره ورتره ډول  مرکل(  11.11)اپظمي دیمر  نرومی ي .

f   دD   پرررمخ پررهc         نقځرره کررې یررو مځلررق اصرر ري لررري، کرره چ رررې پررهD   کررې د هرررx   لپرراره

( ) ( )f x f c   مري او   min
x D

f c f x m


   پررهD  کررې دf .د  اصرر ري دیمرر  نررومی يf 

 اپظمي او اص ري دیمتونه د مځلق اکستریم دیمتونو په نامه هم یادی ي.
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 ,c M وا ,c m  نقځې په ترتی  د y f x .مراف پرمخ تر ټولو لوړه او تر ټولو ټیټه نقځه ده 

 

 مکل 11.11

متمادي تا ع په دضیه:  ,a b        1تړلي انتروال کرې اپظمري او اصر ري دیمتونره لرري، یننرېx وا

2x    اپرررداد پررره ,a b   داسرررې چرررې   کرررې موجرررود دي 1f x m، 2f x M   وي، او لررره

 ,a b  څخه د هرx   لپاره m f x M      مرط صدق کوي.  ندې مرکلونه پاسرینۍ دضریه

 توضیح کوي.

 

 مکل 11.21مکل                                                     11.19

ممکرن یروه ترا ع پره یرو انترروال کرې څرو موضرني اپظمري او            

ځې ولري، خو په یوه انتروال کې یروه ترا ع یروازې یروه مځلرق اپظمري او مځلرق اصر ري         اص ري نق

نقځه لري. په  ,a b  انتروال کې دf         متمادي تا ع  مځلرق اپظمري او مځلرق اصر ري د ټراکلو پره

 موخه  ندې دواپد تنقیبوو:

 تا ع  حراني نقځې ټاکو.  fد  .1

د  .2 f c  دیمتونه داسې  ال کې چېc   دf  ير مم رو. حراني نقځه و 
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3.  f a و ا f b .دیمتونه مم رو  

  fپړاونو کې تر ټولو سرتر او ترر ټولرو کروچني مرم رل مروي اپرداد پره ترتیر  سرره د             2و ا 1په  .4

 مکل( . 11.21و )امکل(  11.19)تا ع مځلق اپظمي او مځلق اص ري دي 

د  1  3 12f x x x    تا ع مځلق اپظمي او مځلق اص ري دیمتونه پره 3 , 5   انترروال

 و اړونده مراف یې په همدې انتروال کې رسم کړئ.کې تر سه کړئ ا

 په لومړي سر کې له تا ع څخه مشتق نیسو، څو  حراني نقځې یې وټاکل مي: 

       

    

2 2

1 2

3 12 3 4 3 2 2

0 3 2 2 2 , 2

f x x x x x

f x x x x x

       

        
 

  حراني نقځې دي. 2وا 2 لیدل کی ي چې

 په دویم مام کې د تا ع دیمتونه په  حراني نقځو او د انتروالونو په انجامونو کې مم رو:

     

 

     

 

3

3

3

3

2 2 12 2 8 24 16

2 2 12 2 8 24 16

3 3 12 3 27 36 9

5 5 12 5 125 60 65

f

f

f

f

        

      

        

     

 

:         الآخره
 

   
 

   
3 , 53 , 5

max 65 5 , min 16 2f x f f x f


     

لیدل کی ي چې 2 , 16مکل( 11.21)نقځه د تا ع موضني اص ري ده. 

. 

 مکل 11.21

11.5   

په طبیني پلومو او ریاضي کې په ټاکلو نا یو کې د توا نو تر ټولو ستر او تر ټولو کوچني دیم  

تر سه کول م مه او تځبیقي مساله ده. د جیودیزي خځونو ټاکل، واریاسیوع مرم رنې، د صرنن    
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 ینه جروړونې مسرائل او داسرې نرور د اپظمري او اصر ري مفراهیمو پره مرګ مځرر  کیر ي، پره دې              

 اساس څو  ندې   لګې څ ړو.

 

او ضرب  اصل یې ترر ټولرو سرتر ممکرن       20دوه مثب  اپداد تر سه کړئ چې مجموس یې  1

 پدد وي.

و ځکره د یروې   وي، نر  x20او دویرم یرې    xفرض کوو چې یو له غوښتل موو اپدادو څخره   

)()20(تا ع په تومه یې ضرب  اصل پبار  دی له  xxxf  .څخه 

انترروال   ]20,0[انتروال کې  دلوع مومي. نو ځکه د تا ع مځلق اپظمي په  ]20,0[پدد په   xدلته 

 کې لټوو.

1002200)(

220)(,20)( 2





xxxf

xxfxxxf
 

                                                  د انتروالونو په انجامونو کې د تا ع دیم 

  0202020)20(,00 2  ff 

 حراني نقځه کېاو د تا ع دیم  په  

100101020)10( 2 f 

لیدل کی ي چې  10 , د تا ع اپظمي نقځه ده نو ځکه دوه غوښتل موي اپداد پبار  دي له  100

10,10 12  xx   کی ي100څخه چې ضرب  اصل یې. 

مناس لرونکې نیم دایرره کرې را چراپیر وي او     2rد ه ه مستځیل ا ناد وټاکئ چې په   . 2

 اپظمی مسا   ولري.

 

 طول او   x2د نیم دایرې د ننه 
24 x          پرض لرونکی مستځیل پره پرام کرې نیسرو چرې مسرا

یې 
242)( xxxg   وي، دx  انتروال دی. ]2,0[د  دلوع سا ه 

 

 مکل 11.21
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  2

2

2

42
4

2
x

x

x
xg 




 

  048042
4

2
0 22

2

2





 xx

x

x
xg 

242  xx
 

 

2  پدد دx      نقځرو     2و ا0,2 دلوع په سا ه کې پرو  نه دی، نو ځکه د ترا ع دیمتونره پره

 کې مم رو

    044.2.22,424222  gg 

 
  004.0.20 g 

پرره دې اسرراس         xg   20تررا ع پرره x     ځیل طررول کررې اپظمرري دیمرر  لررري، نررو ځکرره د مسررت

222 0 x  24او پرض یې
2

0  x    دی، داسې  ال کې چې د اپظمي مستځیل مسا

    42222  gS دی .  

طول داسې وټاکئ، چې د یوه دیوال ترڅنو مستځیل  lد وسپنې کټارې تر ټولو وړوکی  3

مکله ځمکه له درېو خواوو را چاپیره کړي، داسې چې د مستځیل مسا   
250m .وي 

xlیررې او طررول   xفرضرروو چررې د مسررتځیل پرررض    2 پرره دې اسرراس د  مررکل(. 11.21)وي

 مستځیل مسا   پبار  دی له:

 

 مکل 11.21

x
xlxxlxxlxlx

50
250250250)2( 22  

 متحول تا ع)د مستځیل د پرض( په تومه په  ندې ډول دی.  xد کټارې طول د     

5250502

0
50

20)(:
50

2)(
50

2)(

22

22





xxx

x
xl

x
xl

x
xxl

 

په پام کې نه نیول کی ي   5د مستځیل د پرض په تومه یو مثب  پدد دی، نو ځکه   xله دې چې 

 پرض دی. یننېد غوښتل موي مستځیل  5xاو 
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201010
5

50
52)5(

50
2)(  l

x
xxl 

  یرې  پررض  و ا  m10  د مستځیل طول،  څخه  m20  نو د غوښتل موې کټارې طول پبار  دی له 

m5  اید وي  . 

11.6     

D  مسررتقیم خررا د xfy     منحنرري مجانرر  مڼررل کیرر ي، کرره چ رررې  د(D    او د دې منحنرري

),( yx اسې  رال کرې چرې لر  ترر لر ه یرو لره         متحولې نقځې ترمنځ واټن( صفر لور ته تقرب وکړي، د

 yx,       مختصاتو څخه  یتناهي ته تقرب وکړي، مجان  د یوې ترا ع  مرراف او یرا د یروې منرادلې

 .مکل( 11.22)منحني پورې اړوند دی

 

 مکل 11.22

 cx   مسرررتقیم خرررا د )(xfy      منحنررري پمرررودي مجانررر  دی کررره چ ررررې    

.)(lim 


xf
cx

 وي.   

 د مراف پمودي مجانبونه مڼل کی ي. په الجبري توا نو کې د مخرد جررونه

 د  1
42

1
)(






x

x
xf    2 پمرررررودي مجانررررر  پبرررررار  دي لرررررهx ،ځکررررره چرررررې  څخررررره





 42

1
lim

2 x

x

x
 او  




 42

1
lim

2 x

x

x
 مکل(. 19)کی ي 
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 مکل 11.23

xexg د  2
1

)(   0 پمودي مجانx ځکه چې. مستقیم دی 


x

x
e

1

0
lim .کی ي  

y: مایررل مجانرر   ax b    مسررتقیم ترره د)(xfy      تررا ع د ښرري لررور مایررل مجانرر  وایرري، کرره

 lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


    وي، که چ رې lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


    مجان  لره  وي، مایل

کیڼ لوري څخه دی. په  قیق  کې د تا ع او مجان  مستقیم دیمتونه په ن ایي  ال  کې تقریبا له 

 یوه  ل سره مساوي دي.

baxy که چ رېدضیه:    د )(xfy   نو مایل مجان  وي،(  د ښي لور)منحني 

  .lim,
)(

lim axxfb
x

xf
a

xx



 

baxyله دې چې ثبو :  د )(xfy  د تنریف سره سم:، منحني مایل مجان  دی  

     0lim 


baxxf
x
 

 مشتر  نیسو لرو چې: x په وروستۍ اړیکه کې

 
lim 0
x

f x b
x a

x x

 
   

 
 

 موجود دی نو  اید چې: x له دې چې

   
lim 0 lim lim 0
x x x

f x f xb b
a a

x x x x  

   
         

  
 

 په دې اساس

 
lim 0
x

f x
a

x

 
  

 
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 په پایله کې

( )
lim
x

f x
a

x
 

  : ضمنا        0lim0lim 


baxxfbaxxf
xx

 

    : ېینن lim
x

b f x ax


    

پین دضیه د کیڼ لور په مجان  کې هم صدق کوي. د یوه تا ع مراف په هر یروه ښري او یرا کریڼ لرور      

کې له یوه مایل مجان  څخه ډېر نشي درلودلی. 9. 

تا ع ته په کتو د مایل مجان  منادله له پاسینۍ دضیې څخه ټاکلی مرو،   په پمومي تومه: ونهیاد

په نسبتي توا نو کې که چ رې د صرور  درجره د مخررد لره درجرې څخره یرو وا رد ډېرره وي، خرارد           

 دسم ، یوه خځي تا ع ده، چې د مایل مجان  منادله ترې تر سه کی ي.

د  3
x

xx
y

122 
 .منحني مجانبونه وټاکئ 

 لټوو:مایل مجان   

        

1
12

1lim
12

limlim
22

2














 xxx

xx

x

y
a

xxx
 

.2
1

2lim
12

lim)(lim
2
























b

x
x

x

xx
xyb

xxx
 

 

 مکل 11.24

2په دې اسراس   xy      مایرل مجانر  دی. او لره دې چرې


 x

xx

x

12
lim

2

0
 0xدی، نرو   

 مکل(. 11.24)مستقیم)پمودي محور( د یاد منحني پمودي مجان  دی.
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 د   4 
2

2 1

x
f x

x



 مراف مجانبونه وټاکئ. 

د دې منحني دوه پمودي مجانبونه دي، مایرل مجانبونره یرې پره  نردې       1x. ښکاره ده چې  ل

 ټاکل کی ي: تومه

 

 

 

2

2 2

2

2 2 2 1

1 1

lim lim lim lim
1 1 1

1
lim lim lim 1 1 1 1

1 1

x x x x

x

x x x

x x

f x x x x
a

x x x x x

x x
a

xx

   

  

   
  

        
 

 

 ضمنا

  
  

 
 

   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1
lim lim lim

1 1 1

1 1
lim lim 0 0

1 1 1 1

x x x

x x

x x x x x x x x x
b f x x

x x x x x

x x x
b

x x x x x x x x

  

 

     
   

   

 
    

     

 

yپره دې اسرراس   x      11.25)د غوښرتل مرروي مرراف د ښرري او کریڼ لررور دوه مایرل مجانبونرره دي 

 مکل(.

 

 مکل 11.25

1  د 5
2

2

2

2


b

y

a

x
 هایپر و  مجانبونه وټاکئ. 

 پاسینۍ منادله په دوو تا ع مانو په  ندې تومه تقسیم کوو: ل . 

22

2

22

2

2

2

2

2

2

1 ax
a

b
y

a

ax

b

y

b

y

a

x



 

ckxyپه  اوس په اجمالي تومه د مایل مجانبونو منادلې   .فرضي مکل کې لټول کی ي 
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 2

2

2 2

2 2

2
2 2 1

lim lim lim

1 1
lim lim

a
b

xa

x x x

a a

x x

x x

b xx ay
k

x x ax

bx b b

ax a a

  

 

         
       

    
        
   
   

 

 

    

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

lim lim

lim lim

lim lim 0

x x

x x

x x

b b
c y kx x a x

a a

b b x a x x a x
x a x

a a x a x

b x a x b a

a ax a x x a x

 

 

 

  
        

  

   
     

 

  
    

   

 

bنو 
a

y x  .مستقیمونه د هایپر و  دوه مایل مجانبونه دي 

baxyکرره چ رررې د یرروه منحنرري پرره        ،0مایررل مجانرر  کررېa   مرري، پرره دې

byصور  کې           مستقیم له افقي محور سره مروازي دی او د افقري مجانر  پره نامره یرادی ي. نرو

مایل او یرا افقري مجانر  ولرري، یننرې افقري مجانر  د مایرل          ویلی مو چې یوه منحني ک دای مي

 مجان  ځانګړی  ال  دی.

که څه هم افقي مجان  په پمومي تومه د مایل مجان  څخه پره ږسرانۍ تر سره کیر ي، خرو دا مراع       

مجانبونه په نسبتي توا نو کې ه ه م ال موجود دي چې د صور  او مخرد درجې له یروه  رل سرره    

lim)(مساوي وي او له  xfb
x 

  اړیکې څخهbx   د افقي مجان  منادله ښیي، افقي مجان  د

 صور  او مخرد له  اصل تقسیم څخه هم تر سه کی ي.

 د  1

2

2

2
( )

9

x
f x

x



 تا ع مجانبونه وټاکئ. 

3xاپرررداد دي، نرررو ځکررره  3وا 3د مخررررد جررونررره    3واx    مسرررتقیمونه پمرررودي

 مجانبونه دي او

 
2

2

2
lim lim 2

9x x

x
f x

x 
  


 

2yپه دې اساس    ي مجانبونه مستوي په دریو سیمو د یادې منحني افقي مجان  دی، پمود

ویشي، چې د مرراف د دریرو سریمو ځرای ټراکلو ترر ټولرو ږسرانه نقځرې پبرار  دي لره            32
7

4 ,   ،

 0 , وا 0 32
7

4 ,  مکل(. 21)څخه   



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 250

 

 مکل 11.23

11.7   

توا ررع پرره  xg)(وا xf)(کرره چ رررې  ,a b  انتررروال کررې چررېc   شررتق پرردد پرره  ررر کررې لررري، د م

xکې مشتق منرونکې هرم نره وي (. کره د       cمنونکې وي)ولو که په  c   لپراره  0g x   وي او

 

 
f x

g x
xپه   c  0کې

0
یا 


  التونه ولري، نو   

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x c x c

f x f x

g x g x 





 

توا نررو لپرراره کرره xg)(وا xf)( دثبررو : 
 

 
f x

g x
x پرره  c  0کررې

0
]پرره،    الرر  غرروره کررړي   , ]x c

) انتروال کې د کومي دضیه تځبیق کوو، , )z x c :پدد موجودی  اړین دي داسې چې  

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )

f x f c f z f x f z

g x g c g z g x g z

  
  

  
 

       :  په دې اساس
( ) ( )

( ) ( )

f x f z

g x g z





 

x له دې چې z c  دی، کله چې x c نو، وکړي z پدد هم c نو ځکه، ته تقرب کوي 

 
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim lim lim
( ) ( ) ( )x c x c z c x c

f x f z f z f x

g x g z g z g x      

  
  

  
 

]په همدې طریقه د ښي لور لیم  په  , ]c x .انتروال کې ثبو  کی ي 

په همدې تومه که 
 

 

f x

g x
x په  cکې 




  ال  ولري.  

 

 

21

1

( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( )

g x

x c x c x c
f x

f x g x f x

g x f x g x  

  
   

  
 

 ېینن
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2

( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( ) ( )x c x c x c

f x g x f x

g x f x g x  

  
  

  
 

 په دې اساس

( ) ( ) ( ) 1 ( )
lim lim 1 lim lim

( )( ) ( ) ( ) ( )
lim

( )

x c x c x c x c

x c

g x f x f x f x

g xf x g x g x g x

f x

   



   
          



 

  ونهمثال

0
0

0 0
0 0

0 0

0 0 0

cos 2 1 sin 2 2
1. lim lim

3 3 3

2 1
2. lim lim lim

1 cos 2sin 2 4cos 2 2

x x

x x x x x x

x x x

x x x

x

e e e e e e

x x x

 

  

  

   
 

   
  



 

     

   

2 2 2

2 2

2

4
cos

sin
cos

4 tan 4sec 4sec
3. lim lim lim

1 sec sec tan tan

4
lim lim 4

sin

x x x

x

x
x x

x

x x x

x x x x

x

  

 




  

 

  

 

 


  

 

0
0

0 0

1 1
4. lim lim

sin 2 2cos 2 2

x x

x x

e e

x x 


  

     

0
0 1

1 1 1

11 ln 1
5. lim lim lim

1 cos( ) sin( ) sin( )

x

x x x

x x x

x x x x      

   
 

 
 

        

0
0

2 21

1 1
lim

sin( ) cos( )x x x x    
  


 

xرو دیمتونررو لپرراره مشررتق منررونکې وي   کررافي سررت  xتوا ررع د  ,fgکرره چ رررې  : پایلرره c پرره

x  یرراx       تنررویض کیرر ي او د هوپیتررال داپررده پرررې تځبیررق ک رردای مرري، یننررې کرره

( )
lim

( )x

f x

g x




لیم ،  

0

0
یا 




  التونه غوره کړي، نو 

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x

f x f x

g x g x 





 

 دثبو . 
y

x
1

په تنویض سره لرو چې ، 

 
 

 
 

 
 

.
)(

)(
limlimlimlim

)(

)(
lim

1

1

021

21

01

1

0 xg

xf

g

f

yg

yf

g

f

xg

xf

x
y

y

y
yy

yy

y
y

y

yx 



















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 ونهمثال

2
6. lim lim lim

1 2 2

x x x

x x x

e e e

x x x  
   

 
 

1ln 1
7. lim lim lim 0

1

x

x x x

x

x x  
   

3 2 23 2 6 2 6
8. lim lim lim lim 0

1x x x xx x x x

x x x x x

e e e e   

  
   


 

1 2

2

( 1) !
9. lim lim lim lim 0

2 2 ln 2 2 (ln 2) 2 (ln 2)

n n n

x x x x nx x x x

x nx n n x n 

   


     

1 2
10. lim lim lim lim

( 1) 1

x x x x

n n nx x x x

e e e e

x nx n n x n    
     


 

د:  پایله    P xپولینوم لپاره لرو چې  

 

 
lim 0 , lim

x

xx x

P x e

e P x 
   

هم مته چې پکې هوپیتال داپده یروازې پره مسرتقیم ډول مټروره     داسې موارد : ي  التونهاستثنای

 مثالونو ته پام وکړئ. 13 وا 12وي او یا ممکن دی، د دې میتود تځبیق هیع موثر نه وي 

د   11 
 

xx

xx

x cos

4sincos1
lim

30




پرره مرررم رلو کرررې چرررې   

0

0
 الررر  لرررري، د هوپیترررال داپررردې  

رب  اصل په تومه په پام مستقیم تځبیق مټور نه دی، اما کولی مو یاد لیم  د دریو لیمتونو د ض

 کې ونیسو او هوپیتال داپدې په  ندې تومه پرې تځبیق کړو.

 























 




 xx

x

x

x

xx

xx

xxxx cos

1
lim

4sin
lim

cos1
lim

cos

4sincos1
lim

002030
 

   
0 0 0

sin 4cos 4 1 1
lim lim lim 4 1 2

2 1 cos 2x x x

x x

x x  

       
        
       

 

 د  12 
xx

xx

x sin

sin
lim






 لیم  مم رل غوښتل موي.  

دغه لیم   ل .   

 :غیر منین مکل لري، که هوپیتال داپده پرې تځبیق کړو، لرو چې 

sin 1 cos
lim lim

sin 1 cosx x

x x x

x x x 

 


 
 

وا 1دیمتونه د   xcosوا xsinد وروستۍ اړیکې ښۍ خوا افادې لیم  موجود نه دی، ځکه د 

1      اپدادو ترمنځ  دلوع مومي، په دې اساس دا ماع مواردو کې د هوپیترال دضریه د تځبیرق وړ

 نه ده، خو پاسینی لیم  په ډیره ږسانۍ په  ندې تومه مم رل کی ي:
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sin sin1 1
sin 1 0

lim lim lim 1
sinsinsin 1 0

11
x x x

x xx
x x x x

xxx x
x

xx

  

 
       

  
 

 

 

د 13
x

xx

x

22

0

sin
lim




  اسې  ال کې چې، دپه مم رلو کې د هوپیتال دضیه مټوره نه ده   

211
sin

lim
sin

lim
2

2

2

2

0

22

0




 x

x

x

x

x

xx

xx
 

 ې په مرستهد هوپیتال داپد 14
x

xx

x

sin
lim




 لیم  نه مي مم رل ک دای، خو 

sin sin
lim lim 1 1 0 1
x x

x x x

x x 

  
     

 
 

 د لیمر  د مرم رلو پرر م رال اوه     
0
0  ،


 ،.0  ،  ،00  ،

0 وا1 

 التونه منجته راتللی مي، چې پنجه وروستي  التونه د اړینرو  ردلونونو وروسرته پره دوو      
0
0
یرا   


 ي.او په دې تومه هوپیتال داپدې ته ارجاس کی  اوښتلی مي  

.0 0 که چ رې)(lim 


xf
ax

و ا  


)(lim xg
ax

 د ،وي 

 xg

xf
xgxf

1

)(
)()(            یا

 xf

xg
xgxf

1

)(
)()(  

په پام کې نیولو سره، کولی مو )()(lim xgxf
ax

په 
0
0
  یا وا  


 .  التونو واړوو

 

15  

  1
1

lim
1

)1(1
lim

1

cot
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  که چ رې:  مب م  ال)(lim)(lim xgxf
xax 

 وي د 
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په پام کرې نیولرو سرره،    
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lim)()(lim

xv

xu
xgxf

axax 
    مف روم، پره

0

0
داسرې  رال   ،  الر  اوړي   

 کې چې

)(lim0)(lim xvxu
axax 
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lim  ډوله لیم  ممکن، یو له پاسینیو دریو مب م  ا تو

 الر  د اوښرتلو    0څخه غوره کړي. پاسیني هر یو  ال  د طبیني لومارتم په کارولو سرره پره   

وړتیا لري. یننې د    xg

ax
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
lim  د مم رلو په موخه له 
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څخرره کررار اخیسررتل کیرر ي. پرره داسررې  ررا تو کررې د ریاضرري درې م ررم مفاهیم)لیمرر ، مشررتق او        

 ارتم( په یوه وخ  کې تځبیق کی ي.لوم
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lim  .مم رل غوښتل موي 
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 مم رل غوښتل موي. 
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لیدل کی ي چې د ځینو نمایي توا نرو لیمر  د لومرارتم او مشرتق پره مرسرته پره ښره تومره          . ونهیاد   

 مم رل کیدای مي.

11.1   

د دې   2xو ا 1xانترروال کرې تنریرف مروې وي او       Iتا ع په  fکه چ رې  : د تا ع تزاید او تنادص

 انتروال اپداد وي، نو

(1   )f تا ع پهI انتروال کې متزاید دهر که   1 2f x f x 1وي داسې چې 2x x . 

 (2   )f تا ع پهI انتروال کې متنادص دهر که    1 2f x f x 1وي، داسې چې 2x x . 

 (3   )f تا ع پهI  انتروال کې ثا   دهر که لهI  1څخه هرx 2و اx ته    1 2f x f x .وي 

 د تزاید او تنادص اړین مرطونه

کې متزاید وي، مشتق یې په دې انتروال مشتق منونکې تا ع په یوه انتروال  xf)(که چ رې (  1) 

)(0کې هیڅکله منفي نه وي، یننې  xf. 
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مشتق منونکې تا ع پره یروه انترروال کرې متنرادص وي، د ترا ع مشرتق پره دې          xf)(که چ رې (  2)

)(0انتروال کې مثب  نه وي، یننې  xf. 

تررا ع پرره    fکرره چ رررې  :  د تزایررد او تنررادص کررافي مرررطونه    ,a b    انتررروال کررې متمررادي او پرره

 ,a b روال کې مشتق منونکې وي:انت 

که له    (1) ,a b  څخه د هرx   لپاره( ) 0f x   وي، نوf   په ,a b .کې متزاید ده 

که له   (2) ,a b  څخه د هرx   لپاره( ) 0f x   وي، نوf   په ,a b .کې متنادص ده 

داخلرري نقځرره د  حرانرري نقځررې پرره نامرره    cتررا ع تنریررف لرره نررا یې څخرره یرروه    fد :   حرانرري نقځررې

یادی ي، که د مراف ممراس پره     ,c f c   ،افقري  الر  ولرري او یرا دا چرې مشرتق منرونکې        کرې

وي، یننې   0f c  یا f c  .موجود نه وي 

 تا ع د تنریف له نا یې څخه یو پدد وي. fد cکه:  موضني اپظمي او اص ري

 (1    ) f c دf  ،که چیري  تا ع موضني اپظمي ده ,a b    خرلاص انترروالc      داسرې پره ځراع

کررررررې ولررررررري چررررررې، لرررررره   ,a b   انتررررررروال څخرررررره د هرررررررx    لپرررررراره( ) ( )f x f cننررررررې ، ی

( , )
( ) max ( )

a b
f c f x وا( , ( ))c f c .موضني اپظمي نقځې دي 

 (2    ) f c دf  ،که چیري  تا ع موضني اپظمي ده ,a b    خرلاص انترروالc      داسرې پره ځراع

کې ولري چې، له  ,a b     انترروال څخره د هررx     لپراره( ) ( )f x f c  یرا ،
( , )

( ) min ( )
a b

f c f x 

)و ا , ( ))c f c .موضني اپظمي نقځې دي 

],[تا ع پهxf)( که چ رې:  د فرما دضیه   ba انتروال کې متمرادي او د ),( bac  لپراره د )(cf

ې، یننر یوه  حرانري نقځره ده   c وي، نو يیا اص ر يظماپدیم    0f c    یراf   پرهx c   کرې

  مشتق منونکې نه ده.

],[ په xf)( که چ رې:  د رولي دضیه ba په،  انتروال کې متمادي ),( ba    وا کرې مشرتق منرونکې

( ) ( )f a f b نو ل  ترل ه، وي c پدد له ),( ba :انتروال څخه داسې موجود دی چې 

  0f c  

],[ په f چ رې که( : دضیه  گرانژ د)د مشتق منجني دیم  دضیه ba    انتروال کرې متمرادي او پره 

),( ba کې مشتق منونکی وي ،c  پدد له),( ba :انتروال څخه داسې موجود دی چې  

( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a   

),()(وو چررې( :  فرضررد منجنرري دیمرر  د دضرریي تنمرریم  )د کومرري دضرریه  xfxg  توا ررع پرره ],[ ba 

),( پهمتمادی ، انتروال کې  ba 0وکې مشتق منونکي ا)(  xg نو له، وي ),( ba   څخهc  پدد

 داسې موجود دی چې:
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)(

)(

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf









 

مرررراف پررره   fکرررې مشرررتق منرررونکې وي. د    cترررا ع پررره   fکررره : اف محررردب او مقنرررر والررری د مرررر

  ,P c f c  نقځه کې محدب دی، په ه ه صور  کې چې ,a b  انتروالc    په ځاع کې ولري

   fاو اړونده مماس پکې د مراف په سر وادع وي. منحنري تره مقنرر وایري، کره چ ررې یراد ممراس د         

 مراف تر  ندې ځای ونیسي.

 ه ه نقځه ده چې د تا ع  مراف د مقنر والي او محدب والي انتروالونه له یوه  له   لوي.: اننرځرراف 

پره ځراع     cتا ع په یوه داسې انتروال کرې چرې     fکه چ رې : د محدب او مقنر والي اړین مرطونه 

کې ولري مشتق منونکې او  f c .موجود وي 

که(   1)   0f c  وي ،f  مراف په   ,P c f c .کې مقنر دی 

که(  2)   0f c  يو ،f  مراف په   ,P c f c .کې محدب دی 

ترا ع پرره یروه داسرې خررلاص      fکرره چ ررې   :د دویرم مشرتق پرره کرارولو سرره د اکسررتریم کرافي مررط       

په  ر کې ولري، مشتق منونکې وي او   cانتروال کې چې   0f c  .مي 

که (  1)   0f c  نو ، وي f پهc .کې موضني اپظمي لري 

که(  1)   0f c   نو، وي f تا ع پهc کې موضني اص ري لري. 

نو ،اننځاف ولري 0xتا ع په f که چ رېدضیه:  0 0f x  یا 0f x .موجود نه دي 

که تا ع په یوه ټاکلي انترروال کرې څرو موضرني اپظمري او څرو موضرني        : مځلق اپظمي او اص ري

اص ري ولري، تر ټولو ستر اپظمي یې د مځلق اپظمي او تر ټولو وړه اص ري یې د مځلق اص ري 

 نقځې په نامه یادی ي.

او اص ري دیمتونه په  حراني نقځو، د انتروالونو دوه انجامونو او ه رو نقځرو کرې    مځلق اپظمي 

 چې تا ع پکې مشتق منونکې نه وير مځر  کی ي.

 ه ه مستقیم خا دی چې په  ین ای  کې په مراف  اندې مماس کی ي.: د توا نو د مراف مجانبونه

cx:  پمودي مجان        مسرتقیم خرا د)(xfy      ه ره صرور     منحنري پمرودي مجانر  دی پره

lim)(.کې چې  


xf
cx

 وي. 

baxy که چ رې:  مایل مجان   د )(xfy   تا ع مایل مجان  وي، نو  

  .lim,
)(

lim axxfb
x

xf
a

xx



 

baxyکه د یوه منحني پره   افقي محان :     0مایرل مجانر  کرېa      مري، پره دې صرور  کرې

by  .مستقیم خا یې د افقي مجان  په نامه یادی ي 
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که : هوپیتال داپده
( )

lim
( )x c

f x

g x
یو له 

0

0
یا 




  ا تو څخه ولري، په دې صور  کې  

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x c x c

f x f x

g x g x 





 

cل داپده په هوپیتا  .ال  کې هم صدق کوي  

11.9

د  نرردې توا نررو اپظمرري، اصرر ري او اننځرراف نقځررې د لررومړي او دویررم مشررتق پرره کررارولو سررره       

 وټاکئ.

2 3 31. , 2. , 3. 147y x x y x x y x x      

4 3 2 31
4. 3 3 , 5. 2 3 1 , 6. 3 3

3
y x x y x x x y x x          

 د  ندې توا نو مځلق اپظمي او اص ري نقځې په ورکړل مویو انتروالونو کې وټاکئ.

 2 37. , 0 ,1 , 8. , [0,1]y x x y x x    

 39. 147 , ( , ) , 10. 2 , 0 , 3y x x y x     

2
11. , 0 , 12. tan , 0 ,y x x x y x        

 د  ندې توا نو د مراف مجانبونه وټاکئ:

1 2
13. 1 , 14. , 15.

2

x x
y e y x y

x x
     

 

 
2

3 1
16. , 17. , 18.

2 1

x x

x x

x e e
y y x y

x e e x





 
  

  
 

2
3 2 3

2

1
19. 2 , 20. , 21.

1 1

x x
y ax x y y

x x


   

 
 

تا ع مراف رسم کړئ. 
21 x

x
y


22  .د 

3د .  23  2y ax bx cx d     مراف د  حراني او اننځاف نقځو د موجودی  مرایا وښیئ او

 اننځاف نقځه یې وټاکئ.

  ندې لیمتونه د هوپیتال داپدې په مرسته ومم رئ:

2

2 20 0

sin 2
24. lim , 25. lim , 26. lim

sin 2 sin

x x x x

x xx x x

x x e e x e e

x x x x e e

 

  

   

  
 

   
1

2

20 0

1 cos( )
27. lim , 28. lim , 29. lim cos

2 1

x
x

x x x

x
x e x

x x

 

  



  
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     
1 1

3 3 2

0 0
30. lim 5 , 31. lim 5 , 32. lim lnx xx x

x x x
e x e x x x

  
  

 3sin 2 3

00

1 1
33. lim , 34. lim , 35. lim 2

1

x

xx xx
x ax x x

x e  

 
   

 
 

   
1 1

ln36. lim 1 , 37. lim , 38. lim 1 x

x x a x

x a
e x

y a



 


   


 


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په فني مم رنو کې فوق الناده  انتګرال د مناصر ریاضیاتو یو م م، پراخ او اصلي مبحث دی چې 

اهمی  لري. انتګرال مف وم له دوو زاویو څخه مځر  کی ي: لرومړی. انتګررال د ه ره ترا ع پره تومره       

چې مشتق یې منلوم وي)غیر منین انتګرال(، دویم: انتګرال د پددي مجمروپې  لیمر  پره تومره.     

ره تړلري دي. پره دې څپرکري د    دواړه پاسیني مفاهیم د یوې سکې دوو مخونو په مراع لره یروه  رل سر     

 منین او غیر منین انتګرالونو  نسټیز مفاهیم په لنډ ډول مځر  کی ي.

12.1   

تا ع په F: لومړنۍ تا ع ,a b   انترروال کرې دf      کره چ ررې د پاسریني    ، لرومړنۍ ترا ع مڼرل کیر ي

 انتروال په ټولرو نقځرو کرې      F x f x  .ېیننر  وي    dxxfxdF   نرو ، مريf دF  ترا ع 

 لومړنۍ تا ع ده. f د Fوا مشتق

1   31
3

F x x و ا  31
3

9G x x  توا ع د  2xxf      ،ترا ع دوې لرومړنۍ توا رع دي

 ځکه چې:

   

   xfxxG

xfxxF





2

2

 

په  2Fوا 1Fکه چ رې : د لومړنۍ توا نو تندد ,a b   انتروال کرې دf     ،دوې لرومړنۍ توا رع وي

 نو د دوی ترمنځ توپیر یو ثا   پدد دی.

 له، د لومړنۍ تا ع تنریف په پام کې نیولو سرهثبو :  ,a b  څخه د هرx :لپاره لرو چې 

   

   

1

2

F x f x

F x f x

  


  

 

     
1 2x F x F x   :تا ع په پام کې نیسو، ښکاره ده چې 

             
1 2 1 2 0x F x F x F x F x f x f x              

 له دې چې  0x   ،نو  x ې، یننیو ثا   پدد دی 

   
1 2F x F x C   

یوه تا ع ک دای مري څرو لرومړنۍ تا ع) ین ایر  لرومړنۍ توا رع( ولرري، داسرې چرې د هررې جروړې            

 ترمنځ تفاو  یې یو ثا   پدد وي.
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که چ رې  F xد  f xومړنۍ تا ع ويل،  CxF      افرادې تره داسرې

د، ثا   پدد دی Cچې xf:غیرمنین انتګرال په نامه یادی ي او لیکي چې 

   f x dx F x C  

، نښه د انتګرال نښه ده  دلته xf   د انتګررال  نردې ترا ع او x   پره دې  . د انتګررال متحرول دی

 اساس

       f x dx F x C F x f x    

 د غیرمنین انتګرال له تنریف څخه نتیجه اخلو چې: پایله

    

    

   

.

.

.

d
dx

i f x dx f x

ii d f x dx f x dx

iii dF x F x C





 







 

د  2  2xxf   پبار  دی له:انتګرال 

  Cxdxx 32

3

1
 

د  سریا توا نرو انتګررال کرولی مرو د مشرتقونو لره ف رسر  کولرو څخره یرې             

در  کررړو، امررا پرره پمررومي تومرره د   لا  لررو او مرکرر  توا نررو تر سرره کولررو لپرراره   لا  لررې او        

 ځانګړې طریقې موجودې دي.

   اپدادو لپاره لرو چېثا  kوا Cد 

   

       

1

. 0

.

. , 1
1

.

.

n
n

i dx C

ii k dx kx C

x
iii x dx C n

n

iv k f x dx k f x dx

v f x g x dx f x dx g x dx





 

   




    







 

  

 

اوس کولی مو د ځینو  سیا توا نو انتګرال ومرم رو، څرو  نردینۍ   لګرې پره پرام کرې         

 نیسو:

 2 2

2 3 2

3 2

3.

a b

ax bx c dx ax dx bxdx cdx

a x dx b xdx c dx x x cx C

       

        
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4 1 5
4 51

4.
4 1 5 5

x x
x dx C C x C



     


 

8
7 7 85

5. 5 5 5
8 8

t
t dt t dt C t C       

 3 3 3

4 2
4 2

6. 4 2 1 4 2 4 2

4 2

4 2

x x dx x dx xdx dx x dx xdx dx

x x
x C x x x C

       

       

      
 

2 1
2 1

2

3 3 3
7. 3 3

2 1

dx x
x dx C x C C

x x

 
         

   

52
3 3

52
3 3

1

3 2

52
3 3

8. 5 5 5 5 3
1

u u
u du u du C C u C



      


  

 
3 3

2 2 11
22 2 2

3 3
9. 3 3

x x
dx dx x x dx x x C

x x x

  
       

    

 
1 1
3 2

1 1
3 2

2 3
3 2

1 1

3 1 1
3 2

2
10. 6 2 6 2 6

1 1

3 4

x x
x dx x x dx C

x

x x C

  
 

      
   

  

  

12.2    

څپرکرري وروسررتۍ  رخرره( د ځینررو اساسرري توا نررو انتګرررال د     11 د)د توا نررو مشررتقونو لرره مخررې  

ۍ مرجع په تومه په اړونده ساده مرکلونو کرې یرې پره  نردې تومره کرولی مرو         انتګرال نیونې لومړن

 ف رس  کړو:

 

 

1

2 2

. , 1 , . ln , 0
1

. , 0, 0 , .
ln

. sin cos , . cos sin

. cot , . tan
sin cos

x
x x x

x dx
I x dx C II x C x

x

a
III a dx C a a IV e dx e C

a

V x dx x C VI x dx x C

dx dx
VII x C VIII x C

x x


 





      


     

    

    

 

 

 

 

 

22

. tan ln cos , . cot ln sin

arcsin arctan
. , .

arccos arc t11

IX x dx x C X x dx x C

x C x Cdx dx
XI XII

x C co x Cxx

   

  
  

     

 

 
 



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 264

2

22

2 2

1 1
. ln 1 , . ln

1 2 11

. cosh sinh , . sinh cosh

. coth , . tanh
sinh cosh

dx dx x
XIII x x C XIV C

x xx

XV x x C XVI x x C

dx dx
XVII x C XVIII x C

x x


     

 

   

    

 

 

 

 

د پاسینیو اړیکو ثبو  لپاره، کولی مو د اړونده اړیکې  ښي لورې له مشتق نیونې څخه، په کیڼ 

  XIVو ا  IX  ،X  ،XIIIخوا کې د انتګرال  ندې ترا ع تر سره کرړو. دلتره د   لګرې پره تومره        

 ندې ډول ثبو  کی ي.اړیکې په  

   
 

 
 

cos sin
. ln cos ln cos tan

cos cos

sin cos
. ln sin cot

sin sin

x x
XI x x x

x x

x x
X x x

x x

         


   

 

 
 

2

2 2

1
2

2 1 1

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

11
. ln 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

x xx

x xx x
XIII x x

x x x x x x

x x x x

x x x x x x x

 

 

   
    

     

   
    

      

 

 

  

2 2

1 1 1 1 1
. ln ln ln 1 ln 1

2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1

1 2 1

2 1 1

x x
XIV x x

x x

x x

x x x x x x

x x

              
    

      
        

         

   
 

 

  اړیکې د انتګرال په جدول کې په  ندې تومه ښودل موي دي. XIVو ا XIII: ونهیاد

2

2

2

2

2

. ln 1 arcsin
1

. ln 1 arccos
1

1 1
. ln arctan , 1

1 2 1

dx
XIII x x C hx C

x

dx
XIII x x C hx C

x

dx x
XIV C hx C x

x x

     


      



    

 







 

 اړیکې په پام کې نیولو سره کولی مو ولیکو XIVد
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 2 22

1

1 1
ln

1 1 2 11

1 1 1 1
ln ln

2 1 2 1

dx dx dx x
C

x x xx

x x
C C

x x




     

   

  
    

   

  
 

 فورمول ته ورته فورمول تر سه کی ي: XIV په دې اساس

2

1 1
ln

1 2 1

dx x
C

x x


 

  

سربتا پرراخ امکانرا  پره  س     لونه: د جدول کارونه د  یلا یلرو توا نرو پره انتګررال نیونره کرې ن      مثا 

 راکوي.

 1. 2cos 5sin 2 cos 5 sin

2sin 5cos

x x

x

x x e dx xdx xdx e dx

x x e C

    

   

   
 

2 2

1 4
2. 4 4 arctan

1 1 ln 4

x
x x dx

dx dx x C
x x

 
      

      

5
3. sinh sinh 5 cosh 5ln

dx
x dx xdx x x C

x x

 
      

    

12.3   

 که  F g xپوهی و چې ، مرکبه تا ع په پام کې ونیسوx     متحول ته په کتو یې مشرتق پبرار

 دی له

       g

d
F g x F g x g x

dx
  

 په دې اساس

       gF g x g x dx F g x C    
وروسررتۍ اړیکرره د تنویضرري انتګرررال نیررونې اسرراس جرروړوي. کرره پرره ه رره کررې       کرره  uxg  وا

fF    چې تنویض مي، له دېdxxgdu )( دی لرو چې 

          ( )f g x g x dx f u du F u C F g x C       

نو ځکه په دې طریقه کې، تر انتګرال  ندې تا ع، متحول د یوه مناس  متحول له جنسره داسرې    

پوض کی ي چې اړوند انتګرال نوي متحول ته په کتو سره تنریف مي، له انتګررال وروسرته  ایرد    

 مخکینی متحول په اړونده تا ع کې   رته وضع مي.
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1  dxex x


12 3

 کړئ.انتګرال تر سه  3

12که  ل .  xu او  په پام کې ونیول ميxdxdu 3 وي، نو 

  CeCeduedxxedxex xuuxx  


12112 333

33 

2  dxxx sincos .انتګرال تر سه کړئ 

xu د ل .  cos واxdxdu sin :لپاره تر سه کوو چې 

 
331
22 2

2 2
cos sin ( ) cos

3 3
x x dx u du u du u C x C            

 3  

 
3

1 2

x

x

e
dx

e .انتګرال تر سه کړئ 

 د ل . 
xeu 21 واdxedu x2 په تنویض کولو سره لرو چې 

   

 

2

3 3 3

22

1 2 1 1

2 2 2 21 2 1 2

1 1 1 1

4 4 1 2

x x

x x

x

e e dx du u
dx C

ue e

C C
u e

 
    

  

 
      

  

  
 

د  4

2ln xdx

x .انتګرال مم رل غوښتل موي 

xuد  ln واdx
x

du  لپاره لرو چې 

 
2

2 2 3 3ln 1 1
ln ln

3 3

xdx dx
x u du u C x C

x x
        

د  5
2

arctan

1

xdx

x.انتګرال مم رل غوښتل موي 

 xu arctan وا
21 x

dx
du


 :تنویض تځبیق کوي نو تر سه کی ي چې 

 
22

2 2

arctan 1 1
arctan arctan

1 1 2 2
u

xdx dx
x udu u C x C

x x
     

    

د  1
2 1

xdx

x  .انتګرال مم رل غوښتل موي 

21z x  2واdz x dx :تنویض په پام کې نیسو او تر سه کی ي چې 

 2

2 2

1 2 1 1 1
ln ln 1

1 2 1 2 2 2

xdx xdx dz
z C x C

x x z
      

    
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1  
 ln 1

dx

x x .انتګرال ومم رئ 

1lnد  1 ,
x

u x du dx   په تنویض سره لرو چې 

 
 

1
ln ln ln 1

ln 1 ln 1

dx dx du
u C x C

x x x x u
      

    

د  1

sin 2

21 4

arc xe
dx

x
.اتګرال مم رل غوښتل موي 

د 
2

2
, sin 2

1 4

dx
du u arc x

x
 


  په تنویض سره لرو چې: 

sin 2
sin 2 sin 2

2 2

1 1 1 1

2 2 2 21 4 1 4

arc x
arc x u u arc xe dx

dx e e du e C e C
x x

     
 

   

 د  9
2 3cotx x dx.اتګرال مم رل غوښتل موي 

د 
2

2
, sin 2

1 4

dx
dz z arc x

x
 


  په تنویض سره لرو چې: 

   2 3 3 2

3

1 1 1
cot cot 3 cot ln sin

3 3 3

1
ln sin

3

dzz

x x dx x x dx z dz z C

x C

   

 

  
 

د تنویضي طریقې په کارولو سره، د انتګررال ځینرې فورمولونرو تره پره  نردې تومره         داد  11

 :تنمیم ورکوو

    

   
  

 

     

11

. , 1
1 1

.

u

n duu nn
n

du

f x f xu u

f xu
i f x f x dx u du C n

n n

ii e f x dx e du e e C

 
       

   
 

    

 

 

 

 

   
   

1 1
. ln ln

du

u

f x
iii dx f x dx du u C f x C

f x f x u


        

       

 
22 2 2

1 1 1
. arctan

11

1
arctan

xdx
aa

dxx
aa

udx du
vi u C

a x a a u adu

x
C

a a

 
     

   

 

  
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 
22 2 2

1 1 1 1 1
. ln

1 2 11

11 1
ln ln

2 1 2

xdx
aa

dxx
aa

x
a

x
a

udx du u
v C

a x a a u a udu

a x
C C

a a a x

    
            

 
   

 

  
 

     
2 2 2 222

2

.

1 11

arcsin arcsin
1

dx
a

x xx
a aa

x
a

dx
a

dx dx dx
vi

a x aa

z du x
u C

adz u

  
     

 
     

  

   


 

     

 

 

2

2

2

2

2 2 2 22

22

1 1
2

2 2 2 2

1 1 12

2 2
2 2

1 1

2 2 2 2

1

.
1 1 1

ln 1 ln 1
1

ln 1 ln ln

ln ln ln

ln ln ln

dx
a

x x x
a aa

x
a

x

a

C

dx dx dx
vii

x a a a

du x
u u C C

au

x x x a x x a
C C C

a a a a a

x x a
C x x a a C

a

x x a C a x x a C

  
   

        


 
         

 
      

        

   


 

    
  

 

       

 
 

1

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

. , 1
1

. , . ln

1 1
. arctan , . ln

2

. arcsin , . ln

n
n

f x f x

f x
i f x f x dx C n

n

f x
ii e f x dx e C iii dx f x C

f x

dx x dx a x
iv C v C

a x a a a x a a x

dx x dx
vi C vii x x a C

aa x x a



    



    


   

  

     
 



 

 

 

 

                                               

 دستور په  ندې تومه هم ښودل کی ي: vونه: یاد
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2 2 2 2

1 1
ln ln

2 2

dx dx x a x a
C C

x a a x a x a a x a

 
      

     

12.4   

د ه و توا نو په انتګرال نیونه کې چرې یرو لره    
2 2a x  ،

2 2x a    یرا
2 2a x 2و ا 2x a  

 افادو څخه په  ر کې ولري،  ندې مثلثاتي تنویضونه مناس  او مټور دي.

 تنویض د افادې د متحول تنویض افاده

2 2a x 
sinx a  2 2 2 2 2sin cosa x a a a     

2 2x a 
tanx a  2 2 2 2 2n secx a a a ta a     

2 2x a 
secx a  2 2 2 2 2sec tanx a a a a     

په دې دریو واړو تنویضونو کې د دایم الزاویه مثلرث اړونرد د فیثراغورس لره دضریې څخره نامري        

زاویره کرولی مرو داسرې وټراکو چرې لرره        مروی مثلثراتي مځا قتونره منجتره راځري او پره ه ره کرې         

 متحول ته رجن  وکړي. xانتګرال نیونې وروسته   رته 

 

1  
2 216

dx

x x
 ال ومم رئ.انتګر 

4sinxد   له تنویض کولو څخه لرو چې 

2 2 24cos , 16 16 16sin 4 1 sin 4cosdx d x           

 په دې اساس

   

 

2 2 2 2 2 2

2 22

4cos 4cos

16 16sin 16 16sin 16sin 4 1 sin

4cos 1 1
cot

16sin 16 sin 1616sin 4cos

dx d d

x x

d d d
C

   

   

   


  

 
  


    

  

  

 

4sinxمتحول د   رته وضع کولو په موخه د  xاوس د       اړیکې په پام کې نیولرو سرره داسرې

دایم الزاویه مثلث په پام کې نیسو چې پکې 
4

sinx   او د  4وي، یننې د مثلث وتر   مخرامخ
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ویرې ترڅنرو ضرلع    وي، د فیثاغورس اړیکې له مخې  ایرد د دې زا  xضلع
216 x 12.1) وي 

 .مکل(

 

 مکل 12.1

له همدې مثلث څخه لیدل کی ي چې

216
cot

x

x



 دی او په پایله کې 

2

2 2

1 16
cot

16 1616

dx x
C C

xx x



    


 

2 
24

dx

x
 .انتګرال ومم رئ 

2tanxد  له تنویض سره لرو چې 

2 2 2 22sec , 4 4 4tan 2 1 tan 2secdx d x           

 په دې اساس

 

   

2

2

2 2

1

sec sec tan2sec
sec

2sec sec tan4

sec sec tan sec tan sec
ln sec tan

sec tan sec tan

du

u

ddx d
d

x

d d
C

    
 

  

       
 

   


  



 
    

 

   

 

 

2tanxمتحول   رته وضع کولو په موخه د  xد    نا رین     اړیکې په پام کې نیول سرره داسرې

ه پام کې نیسو چې پکې دائم الزاویه مثلث پ

2 4
sec

x

x



    وي، یننې په دې مثلرث کرېx  د

  یې د ترڅنو ضلنې وا د وي، د فیثاغورس اړیکې له مخې د مثلث  2زاویې مخامخ ضلع او

وتر 
24 x مکل(. 12.2)دی 
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2 2

1 1 1
2 2

2 2

1

4 4
ln sec tan ln ln

2 2 24

ln 4 ln 2 n 4

dx x x x x
C C C

x x

x x C x x C

 
  

       


        


 

 

 مکل 12.2

3  

2 9x
dx

x


 .انتګرال ومم رئ 

3secxد   په تنویض سره لرو چې 

2 2 23sec tan , 9 9sec 9 3 sec 1 3tandx d x            

 په دې اساس

   

2
2

2

9 3tan
3sec tan 3tan

3sec

3 sec 1 3 tan

x
dx d d

x

d C


    



   


 

    

  



 

3secxه موخه د   رته وضع کولو پ xاوس د     اړیکې او دائم الزاویه مثلث په پام کې نیولرو

سرره چررې پکررې  
3

secx   وي، یننررې پرره دې مثلررث کررې
2 9x  د  ،د 3زاویررې مخررامخ ضررلع

 12.3)څخرره وي xترڅنرو ضرلنې وا ررد او وترر یررې د فیثراغورس د اړیکرې پرره اسراس پبررار  لره        

 مکل(  .

 

 مکل 12.3

له همدې مثلث څخه لیدل کی ي چې

2 9
tan

x

x



  کېده او په پایله 
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 
2 2

2

9 9
3 sec 3 tan

3 3

9 3 sec
3

x x x
dx arc C C

x

x
x arc C

 
  

      
 

   


 

12.5   

cbxaxپه دې  حث کې ه ه انتګرالونه مځر  کوو چرې ترر انتګررال  نردې توا رع یرې        2
ډولره   

 افاده وي، ا لخصوص  ندې مکل لرونکې انتګرالونه

 


dx

cbxax

BAx
2

و   



dx

cbxax

BAx

2
 

 په پمومي تومه
2ax bx c  :افاده کولی مور داسې ولیکو 

     
2 22 2 2

2 2
b c b b c b
a a a a a a

ax bx c a x x a x x            

             په دې اساس

2 2
2

2

4

2 4

b ac b
ax bx c a x

a a

 
     

 
 

24ac b في والي ته په کتو سره او دمثب  او من 
2
b
a

u x  وا
2 24

4
ac b

a
k    لپاره افاده  ندې

   مکل لري: 
2 2 2ax bx c au k    

د ښودنې او ارایې د پاسینو دوو طریقو څخه د غوښتل موو انتګرالونو په تنویض او ټراکلو کرې   

 مټه پورته کوي.

  2

2

2
1. ln ln

ax b dx du
u C ax bx c C

ax bx c u


      

   

  1 1
2 2 2

2

2
2. 2 2

ax b dx du
u du u C ax bx c C

uax bx c


       

 
   

 
 22 2

3. arctan arctan 1
2 2 11 1

dx dx du
u C x C

x x ux
      

   
   

       

 
 

1
2

2 222 1 125 11
2 222 2

5 1
2 2

5 1
2 2

1
4. ln

5 6 2

3
ln ln

2

udx dx du
C

x x uux

x x
C C

x x


   

   

  
   

  

  
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   

   

2 2 2
4
25

2
5

2 2
5

1
5.

59 16 4 25 4 2 1 2

2 2 21 1 1
arcsin arcsin

2 2 2 51

dx dx dx

x x x x

u x xdu
u C C

du dx u

 
     

   
      

   

  



 

 

2 2 2

2 3 1 18 27 1 18 6 21
6.

9 6 5 9 9 6 5 9 9 6 5

x x x
dx dx dx

x x x x x x

   
 

        

   

2

22

9 6 51 18 6 21

18 69 9 6 5 9 4 3 1

u x xx dx
dx

du x dxx x x

   
    

      
  

 

 

2 2

2

3 11 7 3 1 7

39 9 9 9 44 3 1

1 7 1 1 7 3 1
ln arctan ln 9 6 5 arctan

9 9 2 2 9 18 2

z xdu dx du dz

dz dxu u zx

z x
u C x x C

  
     

    


        

   
 

12.1   

 د u f x وا( )v g x  توا نو لپاره داسې چې f  واg  ي وي، لرو چې:متماد 

  duvvudvu 

 د دوو تا ع د ضرب  اصل مشتق نیونې داپدې په پام کې نیول سرهثبو  : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

f x g x f x g x f x g x
dx

   

 پاسینۍ اړیکه په  ندې تومه لیکو

   ( ) ( ) ( ) ( )
d

f x g x f x g x f x g x
dx

     

 په دې اساس د کیڼ لور لومړنۍ تا ع پبار  ده له

   ( ) ( ) ( ) ( )
d

f x g x dx f x g x dx f x g x dx
dx

       

 له دې چې   ( ) ( )
d

f x g x dx f x g x C
dx

      ده او پرته له ثا   پدد څخه په پاسرینۍ

 وو چېاړیکه کې یې له تنویض څخه تر سه ک

           f x g x dx f x g x f x g x dx    

ښکاره ده چې du f x dx وا dv g x dx  ده په دې اساس اصلي فورمول ثبو  مو 
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تا ع مانو د ضرب  اصل په تومه   vوا uددې طریقې د تځبیق لپاره، د انتګرال  ندې تا ع د دوو 

داسې په پام کې نیول کیر ي چرې پکرې     dvv    وضرا   ولرري او د duv    انتګررال مرم رنه د

 dvu یقره د ځینرو ځرانګړو توا نرو پره انتګررال نیونره کرې         انتګرال په پرتله ږسانه وي. انقسام طر

 کاری ي.

1  
 dxxe x

 انتګرال ومم رئ.

 دلته مټور امکاع پبار  دی له ل . 

, ,x xu x dv e dx du dx v e       

 په دې اساس

 1x x x xxe dx xe e dx e x C           

2  
 dxex x2

 انتګرال ومم رئ.

 وضع کوو چې ل . 

xx evxdxdudxedvxu   ,2,2
 

  : نو لرو
2 2 2x x x x xx e dx x e xe dx xe e C            

             : اما پوهی و چې  Cxedxxe xx  

 1 

 : په پایله کې

        Cxxexeexdxex xxxx 2212 222
 

: ل  3 dxxln.انتګرال ومم رئ 

  ندې طبیني تنویض په پام کې نیسو .

1ln , ,
x

u x dv dx du dx v x     

 په دې اساس

ln 1 . ln ln ln
g

f

x dx x dx x x dx x x x C


        

4   dxxarcsin.انتګرال تر سه کړئ 

  یاهم یوازینئ مټور تنویض پبار  دی له.  

xvdxdudxdvxu
x




,,arcsin
21

1 

 له دې ځایه

Cxxxdx
x

x
xxdxx 


 

2

2
1arcsin

1
arcsinarcsin 
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5 4 3xx e dx.ومم رئ 

دلتره     4f x x وا  3xg x e        پره پرام کرې نیسرو لرهf     څخره داسرې متروالي مشررتقونه

څخه په همدې اندازه انتګرالونه gترڅنو له  نیسو تر څو چې ن ایي مشتق یې صفر مي او د دې 

سره له متوالي انتګرالونو او  پلامې   دلوع د  gسره له اړونده مشتقونو او د fهم ترې نیسو. د 

 ضرب  اصل څخه یې، ځواب تر سه کی ي،  ندې جدول ته پام وکړئ:

 

 د جدول په پام کې نیول سره، غوښتل موی انتګرال پبار  دی له:

   

4 3 4 3 3 3 2 3 3 31 1 1 1 1
3 9 27 81 243

4 3 2 3 3 3 4 3 2 38 81 4 12 24 24 1 4 4
3 9 27 81 243 3 3 3 9 27

4 12 24 24x x x x x x

x x

x e dx x e x e x e x e e C

x x x x x e C x x x x e C

     

           
 

1   dxxe x 3sin2
 انتګرال ومم رئ.

 دلته انقسام طریقه دوه ځلې تځبیق کی ي: ل . 

xx evxdxdudxedvxu 2

2
12 ,3cos3,3sin  

        :  نو
2 2 231

2 2
sin3 sin3 cos3 ... ( )x x xe xdx e x e xdx I   

 اړیکې د کیڼ لور انتګرال  یا هم په انقسام طریقه تحلیلوو I)(اوس د 

xx evxdxdudxedvxu 2

2
12 ,3sin3,3cos  

 په دې اساس

2 2 231
2 2

cos3 cos3 sin3 ... ( )x x xe xdx e x e xdx II   

 اړیکې څخه تر سه کوو II)(مساوا  دیمتونه له  I)(د 

 2 2 2 23 31 1
2 2 2 2

sin3 sin3 cos3 sin3x x x xe xdx e x e x e xdx    

:              یا دا چې
2 2 2 23 91

2 4 4
sin3 sin3 cos3 sin3x x x xe xdx e x e x e xdx    

     :  ېینن
2 2 2 29 31

14 2 4
sin3 sin3 sin3 cos3x x x xe xdx e xdx e x e x C     

 جنس افادو له جمع کولو څخه تر سه کوو چې د ښي لور  هم
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2 2 213 31
14 2 4

sin3 sin3 cos3x x xe xdx e x e x C   

  : یا
2 2 234 1

113 2 4
sin3 [ sin3 cos3 ]x x xe xdx e x e x C   

           : په پایله کې
2 21

13
sin3 (2sin3 3cos3 ) .x xe xdx e x x C   

1  sinaxe bx dx.انتګرال ومم رئ 

 دلته انقسام طریقه دوه ځلې تځبیق کی ي: 

1

1

sin , cos ,

sin sin cos ... ( )

ax ax

a

ax ax axb
a a

u bx dv e dx du b bxdx v e

e bxdx e bx e bxdx I

    

   
 

 اړیکې د کیڼ لور انتګرال  یا هم په انقسام طریقه تحلیل کی ي. I)(اوس د 

1
2

1

cos , sin ,

cos cos sin ... ( )

ax ax

ax ax axb
a a

f bx dg e dx df b bxdx g e

e bxdx e bx e bx dx II

     

   
 

 اړیکې څخه تر سه کوو:II)(مساوا  دیمتونه لهI)(د

            

2

2 2

1 1
2

31

sin sin cos sin

sin sin cos sin

ax ax ax axb b
a a a

ax ax ax axb
a a a

e bxdx e bx e bx e bx dx

e bx dx e bx e bx e bx dx

     

    
 

2

2 2

2 2

2 2

2

2 2 2

1
1

1
1

1
1

sin sin sin cos

sin sin cos

sin [ sin cos ]

ax ax ax axb b
aa a

ax ax axa b b
aa a

ax ax axa b
aa b a

e bx dx e bx dx e bx e bx C

e bx dx e bx e bx C

e bxdx e bx e bx C





     

   

   

 

 په پایله کې

 2 2

1sin sin cos .ax ax

a b
e bxdx e a bx b bx C


   

 په همدې تومه  ندې اړیکې تر سه کی ي:

 2 2

1cos cos sin .ax ax

a b
e bx dx e a bx b bx C


   

11n ax n ax n axn
a a

x e dx x e x e dx   

2nکه چ رې   یو طبیني پدد وي، نو 

1 21 1sin cos sin sinn n nn
n n

x dx x x xdx     

    

1 21 1cos sin cos cosn n nn
n n

x dx x x xdx    

 د لومړي انتګرال لپاره وضع کوو: ثبو  :

 1 2sin 1 sin cos

sin cos

n nu x du n x x

dv xdx v x

    
 

   
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1sinد sin sin

u dv

n nx dx x dx  :او په انقسام طریقه له انتګرال نیونې څخه لرو چې 

    1 1 2sin sin sin cos cos 1 sin cos

u u duv vdv

n n nx dx x x x n x xdx        

  : ېینن 1 2 2sin cos sin 1 sin cosn n nx dx x x n x x dx      

له دې چې
2 2cos 1 sinx x  دی، نو 

   1 2 2sin cos sin 1 sin 1 sinn n nx dx x x n x x dx       

: یا   1 2sin cos sin 1 sin 1 sinn n n nx dx x x n xdx n xdx         

 له دې ځایه تر سه کی ي چې

   1 2sin 1 sin cos sin 1 sinn n n nx dx n xdx x x n xdx         

 د وروستۍ اړیکې د ښي لور  هم جنس افادو له جمع کولو څخه تر سه کوو چې:

 1 2sin cos sin 1 sinn n nn xdx x x n xdx      

 له تقسیم وروسته پایله تر سه کی ي چې: n ا خره په  

1 21 1sin cos sin sinn n nn
n n

x dx x x xdx      

 په ورته ډول، دویمه اړیکه هم ثبو  کی ي.

 

 

0

1

2 2 1 2 21 2 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

3 3 1 3 23 11
3 3

2 21 2 1
3 3 3

. sin

. sin sin cos

. sin cos sin sin

cos sin cos sin

. sin cos sin sin

cos sin sin cos sin

i x dx dx x C

ii x dx x dx x C

iii x dx x x x dx

x x dx x x x C

iv x dx x x x dx

x x x dx x x

 

 

   

    

   

      

   

    
2
3
cos x C 

 

12.1    

sinدغه ډول انتګرالونه   cosm nx x dx      مرکل لرري چرې  پکرې

 تام غیر منفي اپداد دي او  ندې  ا   په  ر کې لري:

که د انتګرال  ندې توا ع پره یروه وخر  کرې جفر  وي. د توا نرو د درجرو  را ټیټولرو           لومړی  ال :

 لپاره له  ندې مثلثاتي فورمولونو څخه استفاده کوو:

   xxxx 2cos1cos,2cos1sin
2
12

2
12  
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   2 1 1 1
2 2 6

1. sin 3 1 cos6 sin 6xdx x dx x x C      

   

   

 

2 2 1 1
2 2

21 1 1
4 4 2

1 1 1
8 8 32

2. sin cos 1 cos 2 1 cos 2

1 cos 2 1 1 cos 4

1 cos 4 sin 4

x x dx x x dx

x dx x dx

x dx x x C

   

        

    

 

   
 

2
4 6 21 1

4 4

3 31 1 1 1
4 2 2 8 12 96

3. cos 3 1 cos 1 2cos6 cos 6

2cos6 cos12 sin 6 sin12 .

x dx x dx x x dx

x x dx x x x C

      

      

 

 که د ل  تر ل ه  انتګرال  ندې تا ع یو تواع تاق وي. له تنویضي طریقې څخه کار اخلو:  :دویم  ال

3 3 4 41 1
4 4

4. sin cos sinx x dx u du u C x C      

   3 2 2 2 4 2

5 3 5 31 1 1 1
5 3 5 3

5. sin cos 1 cos cos sin

cos cos

x xdx x x xdx u u du

u u C x x C

     

     
 

     
2 2

5 2 2 2 4

3 5 3 52 1 2 1
3 5 3 5

6. cos 1 sin cos 1 1 2

sin sin sin

x dx x x dx u du u u du

u u u C x x x C

         

       
 

sinnکه چ رې انتګرال :  دریم  ال  xdx یاcosn xdx       مکلونه ولرري، یرو لره لرومړي او دویرم

 ررالتونو څخرره ک رردای مرري تځبیررق مرري اوسررر  ره پررر دې د تحویررل لرره فورمولونررو څخرره هررم مټرره       

 اخیستل کی ي.

 دغه انتګرالونه درې  ندې مکلونه لري: 

 ،sin sin , cos cos , sin cosmx nx dx mx nx dx mx nx dx   و 

 د دې انتګرالونو د مم رلو لپاره له  ندې فورمولونو څخه مټه پورته کوو:

    

    

    

1
2

1
2

1
2

sin sin cos cos

cos cos cos cos

sin cos sin sin

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

   

   

   

 

1 sin 4 cos5x xdx .ومم رئ 

  

   

1
2

1 1 1
2 2 9

sin 4 cos5 sin sin 9

sin sin 9 cos cos9

x x dx x x dx

x dx x x C

   

     
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12.1   

که چ رې په 
 

 

P x

Q x
dx  له درجرې څخره لروړه وي، کره     انتګرال کې، د پولینوم صور  درجه د مخرد

چ رې صور  پر مخرد تقسیم کړو، د انتګرال  ندې تا ع د یوه پولینوم او یوه کسر )چرې صرور    

یې له مخرد څخه یوه درجه ټیرګ وي(، د مجمروپې پره تومره اوړي. پره دې اسراس مسراله د نسربتي         

 ارجاس کی ي. تا ع انتګرال نیونې ته چې پکې د مخرد درجه د صور  له درجې څخه لوړه وي

د ناطق کسرونو د انقسام دستور چې په مپ م څپرکي کې  حث پررې ومرو او د ه ره مځرا ق د یروې      

ناطق تا ع له انتګرال نیونې مخکې مو د دستور سره سم تر انتګرال  ندې کسر پره ممکنره دسرمي    

ې مثالونو اکتفا کسرونو تجزیه کولو او په دې تومه انتګرال نیونه یې ږسانه ک دله.  یا هم په  ند

 کوو:

1   


dx

xx

xxx

22

1
2

23

 ؟ ومم رئ 

 د دې کسر صور  په مخرد تقسیموو نو لرو چې: ل . 

22

1
1

22

1
22

23










xx

x
x

xx

xxx
 

 په دې اساس

 
















dx

xx

x
xdx

xx

xxx

22

1
1

22

1
22

23

 

  Cxxxx  22ln 2

2
12

2
1 

2  
   

dx
xx 212

5
 ؟ انتګرال ومم رئ 

 د دې کسر مخرد دوه خځي فکتورونه لري او په  ندې تومه تجزیه کی ي: ل . 

   212212

5







 x

B

x

A

xx
 

 له پرتله کولو څخه تر سه کوو چې:د وروستي مساوا   ښۍ خوا  هم مخرد کولو او د دواړو خواوو 

       BAxBAxBxA  221225 









52

02

BA

BA
 

 تر سه کی ي، نو 1Bوا 2A د پاسیني سیستم له  ل وروسته

   2

1

12

2

212

5









 xxxx
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     





 212

2

212

5

x

dx

x

dx
dx

xx
 

.
12

2
ln2ln12ln C

x

x
Cxx 




 

 د  3 


dx

xxx

xx

2

434
23

2

 ؟ انتګرال مم رل غوښتل موي 

 تر هرڅه د مخه د کسر مخرد  اید تجزیه کړو ل . 

            
  21)2(2 223  xxxxxxxxx 

   2121
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A
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 تر سه کوو چې:د ښۍ خوا  کسرونو له هم مخرد کولو او د صورتونو له پرتله کولو څخه 

               
      1221434 2  xCxxBxxxAxx 

     AxCBAxCBAxx 22434 22  
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
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
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
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2
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x x
dx dx
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   
    

    
  

 
.

1

2
ln2ln31lnln2

32

C
x

xx
Cxxx 




 

4   


dx

xx

xxx
24

23 1235
 انتګرال ومم رئ. 

  . 
  11
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













x

DCx

x

B
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A

xx

xxx

xx

xxx
 

 د کسرونو له تجنیس او د صورتونو له پرتله کولو وروسته لرو چې

      22223 111235 xDCxxBxAxxxx  

       
    BAxxDBxCAxxx  2323 1235 
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 
















 dx

x

x

xx
dx

xx

xxx

1

23121235
2224

23

 

  





1
2

1

2

2

31
ln2

22 x

dx

x

xdx

x
x 

  

  .arctan21ln
2

31
ln2 2 Cxx

x
x  

په پمومي تومه یوه نراطق ترا ع نره ده،     د هر ناطق تا ع انتګرال 

1له څرنګه چې  ln
x
dx x C     دی، ضمنا داسې انتګرال منونکې توا ع هرم موجرودې دي چرې

 انتګرالونه یې د اساسي توا نو په تومه نشي ښودل ک دلی، د دې توا نو ځینې یې پبار  دي له:

2

3 3 3

sin
. , . , . , .

1 1 1

cos
. , . , . , . , .

ln ln

x
x

xdx dx dx x
i ii iii iv dx

xx x x

dx xdx e
v dx vi vii viii e dx ix

x x x x



  
   

    

 

 د پاسینیو توا نو اړوند منین انتګرالونه په پددي طریقو مم رل کی ي.

12.9   

که څه هم منین انتګرال د مم رنو د م م فرن پره تومره لره غیررمنین انتګررال        

سره مستقیم اړیکه لري، اما کولی مو په خپلواکه تومه د یو ډول پددي لړۍ د دیمتونو لره جنسره   

 د تا ع دیمتونه مځر  کړو:

کرره چ رررې xfپرره ba  قیقرري  nxد، ا ع تنریررف مرروې ويتړلرري انتررروال کررې یرروه متمررادي ترر  ,

اپدادو ترادف د همدې انتروال څخه د 0,1,2, ,n n لپاره داسې وي چې 

0 1 2 1

1

1

. ...

. , 1, 2, 3, ...,

. 0

. , 1, 2, 3, ...,

n n

k k k

k

k k k

i a x x x x x b

ii x x x k n

iii x n

iv x c x k n







      

   

   

  

 

پورې د  bڅخه تر  aپه دې صور  کې له  xf :منین انتګرال پبار  دی له 

         1 1 2 2

1

lim

b

n n k k
n

ka

f x dx f c x f c x f c x f c x





            

 a و اb  اپداد په ترتی  د انتګرال  ندې  ندیني او پاسیني  دونه  لل کی ي او 



n

k

kk xcf
1

 

    مکل(  12.4)ي افاده د ریماع مجموپې په نامه یادو
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 مکل 12.4

کرره  xf   تررا ع پرره ba انتررروال کررې منفرري دیمرر  ونلررري او متمررادي وي، د هندسررې لرره نظررره       ,

 
b

a

dxxf      انتګرال د ه ې سځحې له مسرا   سرره مسراوي دی چرې د y f x   منحنري اوx 

axمحور ترمنځ د    رتbx  واټن پورې راچاپ ر موی وي 

1  

3

0

4x dx .منین انتګرال ومم رئ 

 ې تا عد انتګرال  ند ل .   xxf 4او اړوند انتروال 0 ,  لته د ږسانۍ لپارهددی،  3

3 0 3
1 2 3 n n n

x x x x x             

  ترادف په  ندې تومه ټاکل کی ي: nc، په پام کې نیسو

   

   

   

   

3 3
1 1 1

3 3
2 2 2

3 3
3 3 3

3 3

4 4

2 2 4 4 2

3 3 4 4 3

4 4

n n

n n

n n

k k kn n

c x f c c

c x f c c

c x f c c

c k x k f c c k

    

       

       

       

 

 د ریماع  مجموپې په کارولو سره لرو چې:

       
3

1 1 2 2

0

lim n n
n

f x dx f c x f c x f c x


         

 په دې اساس
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     

   
2 2

3

3 3 3 3 3 3

0

136 36
2

36 1 1
2

4 lim 4 4 2 4

lim 1 2 3 lim

lim 18 lim 18 1 18

n n n n n n
n

n n

n nn n

n n
n n

n n

xdx n

n





 

 

 

       

            

       



 

نو تر سه مو چې

3

0

4 18x dx  . 

 تنریف 

aد.  1 b  لپاره لرو چې :     
b a

a b
f x dx f x dx   

که. 2 f a موجود وي، په دې صور  کې :              0
a

a
f x dx  

 یه دض

 په f که چ رې. 1 ,a b نو،  انتروال کې متمادي وي f په ,a b .د انتګرال نیولو وړ دی 

تمررادي او پرره مf کرره چ رررې. 2 ,a b انتررروال کررې  0f x  نررو د ، ويf  تررا ع د مررراف اوx 

 پورې را چاپ ر موی مسا   پبار  دی له:  bڅخه تر aمحور ترمنځ له 

 
b

a
A f x dx  

 پدد لپاره لرو چې: kاو متمادي توا نو f  ،g د 

 

   

       

     

       

     

         
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b b b

a a a

b c b

a a c

b

a

b

a

b b

a a

I kdx k b a

II kf x dx k f x dx k const

III f x g x dx f x dx g x dx

IV f x dx f x dx f x dx a b c

V m f x M m b a f x dx M b a

VI f x x a b f x dx

VII f x g x x a b f x dx g x dx

 

 

    

   

      

   

   



 

  

  




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 مکل 12.5

پره   xf)(که چ رې   ba تړلري انترروال کرې متمرادي ترا ع وي او       , xF  د

 xf لومړنۍ تا ع وي، نو 

           xfxFaFbFxFdxxf
b

a

b

a

 , 

دغه دضیه منین او غیر منین انتګرالونه له یوه  ل سره نښرلوي)مر وطو کروي( او ضرمنا د منرین     

 انتګرال مم رنې ږسانه کوي.

 
2 33 3

2
2

1
1

2 1 8 1
2. 3

3 3 3 3 3

x
x dx




    
        
    

     
0

0

3. sin cos cos cos0 1 1 2x dx x




            

 
4 4

4 0 4
0

0
4. 1x xe dx e e e e     

       

   

2 2 21
1

1

2 2 2

5. 1 2 ln ln 1 1 ln1

1 1 1 0 3

e e

x
x dx x x x e e e

e e e e

          

        

 

 که چ رې  xfتا ع په  ba ل  ترر لر ه یرو    ، انتروال کې متمادي وي,

c پدد له ba  څخه موجود دی، داسې چې: ,

   
1

b

a

f c f x dx
b a


  
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پره غیرر منرین انتګرالونرو کرې مرو چرې څرنګره پره انقسرام طریقرره            

 ر موجود دی:انتګرالونه ونیول، منین انتګرالونو ته هم  ندې دستو

             
b

a

b

a

b

a
dxxuxvxvxudxxvxu 

3 : 

 
1 1

1 1
1 1

0 0
0 0

1 2x x x xx e dx xe e dx e e e                      

 کره پره        
b

a

dxxgxgf    منرین انتګررال کرې  xgu  

نو، تنویض په پام کې ونیسو dxxgdu  په دې صور  کې لرو چې:، کی ي 

      
 

 

 
bg

ag

b

a

duufdxxgxgf 

4  




1

1

32 13 dxxx .انتګرال مم رو  

که ل .   13  xxgu  کړووضع 
23xdu   ،  01 gوا  21 g کی ي، نو 

3
3 32
2 2

3

1 2 2

3 2

01 0

1
2 2 4 2

1 3 1 2 2 0 .
3 3 3

1 0duu

u x

x x dx x u u du u

x u

  
                
     

  

 د  5 

5

0

2 10x

xdx
 انتګرال مم رل غوښتل موي. 

د ل .   102  xxgu ،xdxdu 2 ،  100 g وا  355 g لپاره لرو چې

   





5

0

35
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35
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2
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2
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2
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u

du
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12.11   

له منین انتګرال څخه د سځحو په مسا   مم رلو، د منحني مانو اوږدوالي په ټاکلو، د  جم په 

تر سه کولو، په فزیک کې د کار مم رلو، د اجسامو  ثقل مرکز مختصراتو ټراکلو او داسرې نرورو     

 ه بکر کولو اکتفا کوو. رخو کې استفاده کی ي، دلته د څو   لګو پ
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]متمادي تا ع په  fکه چ رې (  1)   , ]a b  انتروال کې منفي دیمتونه ولري، یننې له[ , ]a b  څخه

ترره  xهررر   0f x         نامسرراوا  صرردق وکررړي، نررو د ه رره سررځحې مسررا   چررې د( )y f x 

xمحور ترمنځ د  xمنحني او  a واx b     مرکل(  12.1)خځونو پواسرځه راچراپ ر مروې وی ،

 پبار  دی له:

( )
b

a

A f x dx  

 

 مکل 12.1

]متمادي تا ع په  fکه چ رې ( 2) , ]a b    انتروال کې مثب  دیمتونه ولري، یننرې لره[ , ]a b   څخره

ترره  xهررر   0f x       نامسرراوا  صرردق وکررړي، نررو د ه ررې سررځحې مسررا   چررې د( )y f x 

xد  مرکل(    12.1)محرور ترررمنځ  xمنحنري او   a واx b      خځونرو پرره درلودلرو سرره را چرراپ ر

ې د وي، په راکړل موي انتروال ک  ( )y g x f x          منحني تررمنځ لره مسرا   څخره پبرار

 دی، یننې

( )
b

a

A f x dx  

 

 مکل 12.1
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ترا ع پره یروه انترروال کرې خپلره امراره پره محردود ډول واړوي را واړوي، پره ه ره             fکه چ ررې  ( 3)

)واټنونو کې چرې منفري امرارې ولرري لره       )f x        څخره او کره مثبر  امراره ولرري لره( )f x   څخره

 مکل(. 12.1)مسا   مم رل ک  ي  انتګرال نیسو د دوی له مجموس څخه د یادې سځحې

 

 مکل 12.1

 مثلا د پاسیني مکل مځا ق  ال  لپاره لرو چې:  

       1 2 3 4

p q r b

a p q r

A A A A A f x dx f x dx f x dx f x dx           

]نو ځکه په  , ]a b   انتروال کرې د)(xfy    مرراف اوx        محرور تررمنځ سرځحې مسرا   پبرار

 دی له:

( )

b

a

A f x dx  

]د ه ې سځحې مسا   چې په ( 4) , ]a b  انتروال کې د( ) , ( )y g x y f x    توا نو مراف

ترمنځ مشروط په  ( )f x g x  پبار  دی له:مکل ( 12.9)راچاپ ر موی وي ، 

[ ( ) ( )]
b

a

A f x g x dx  

 

 مکل 12.9
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 د ه ې سځحې مسا   ومرم رئ چرې د    1
28 2y x x    منحنري او x    محرور تررمنځ را

 .مکل( 12.11)چاپ ر موې وي

 

 مکل 12.11

2xمحور په x یاده منحني ل.    4واx  په و ا نقځو کې دځع کوي 2 , 4  انتروال کرې د

y نو غوښتل موی مسا   پبار  دی له:، دیمتونه منفي نه دي 

   

       

3

33

44
2 2

3 22

22 24
3 3

8 2 8

8 4 4 8 2 2 38 .

xA x x dx x x

sq u





     

           


 

د ه ې سځحې مسا   ومم رئ چې د   2
2 2 3y x x     منحنري اوx     محرور تررمنځ پره

[ 2 , 0] مکل(   12.11)انتروال کې راچاپ ر موې وي 

 

 مکل 12.11

0yپه راکړل موي انترروال کرې   ل.            دی پره دې اسراس غوښرتل مروی مسرا   پره  نردې تومره

 مم رل کی ي:

   

       

3

33

00
2 2

3 22

22 20 22
3 3 3

2 3 3

0 3 0 2 3 2 .

xA x x dx x x

sq u





       

            


 

د ه ې سځحې مسا   تر سه کرړئ چرې د     3
3 9y x x   منحنري او x     محرور تررمنځ پره

[ 2 , 4] .انتروال کې چاپ ر موی وي 
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د مرررراف لررره رسرررمولو وروسرررته لیررردل کیررر ي چرررې د ترررا ع دیمتونررره پررره    رررل .  2 ,0 وا 3 , 4  

انتروالونو کرې مثبر  او پره     0 , انترروال کرې منفري دي، پره دې اسراس راکرړل مروی مسرا            2

 پبار  دی له:

 

     

     

        

 

4 4 4

0 3 4
3 3 3

2 0 3

0 3 4
2 2 29 9 9

4 2 4 2 4 22 0 3

81 81 81 81
4 2 4 2

81 49 93
4 4 2

9 9 9

0 4 18 0 64 72

14 .

x x x

A x x dx x x dx x x dx

x x x

sq u





     

     

               

    

  

 

د ه ې سیمې مسا   ومم رئ چې د دوو   4
2y x  وا

2 8y x    مانو ترمنځ منحني

 چاپ ر موې وي.

 

 مکل 12.12

 د فرض موي منحني مانو د تقاطع نقځې په  ندې تومه ټاکل کی ي: 

2 2 28 2 8 0 2x x x x         
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پرره دې اسرراس د منحنرري مررانو ترررمنځ غوښررتل مرروې نا یرره پرره      2 , 2   انتررروال کررې وادررع ده او

 مسا   یې پبار  دی له:

     

   

2 2

2 2 2

2 2

2
3 16 16 642

3 3 3 32

8 8 2

8 16 16

A x x dx x dx

x x

 



      
 

         

 
 

 وي. rمناس یې  د ه ې دایرې مسا   ومم رئ چې 5

 

 مکل 12.13

 کې  ندې مکل لري: مکل( 12.13)مناس لرونکې دایرې منادله په تر ټولو ساده  ال  rد  

2 2 2x y r  

نرو  
2 2y r x       منحنرري د اړونررده دایررې پاسررینۍ  رخرره ده او کره د دایرررې مسرراA  وي، د

 ر ع)څلورمې  رخې( مسا   یې په  ندې تومه مم رو

2 2

04

r
A

r x dx  

sinx r t نو، تنویض په پام کې نسوcosdx r t کی ي او سر یره پر دې 

2

0 sin sin 0 0

sin sin 1

r t t t

r r t t t 

    

    
 

 په دې اساس

2 2
2 2 2 2 2 2

0 0 0

sin cos 1 sin cos
4

rA
r x dx r r t r tdt r t r t dt

 

        
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 
22 2 2

2
2 2 2

0 0 0 0

2
2

1 1
cos cos cos 1 cos2 sin 2

2 2 2

1 1 1
sin 0 sin 0

2 2 2 2 4

r
r tr t dt r t dt r t dt t t

r
r

  


 

 
       

    
        

    

  
 

یننررې، د دایرررې د څلررورمې  رخررې مسررا      
21

4 4

A
r       دی، پرره دې اسرراس د دایرررې مسررا

 پبار  دی له:

2A r 

د  یضروي مسرا   ومرم رئ چرې سرتر او وړوکری دځرر یرې پره            1

 وي.  2bوا 2aترتی  

 

 مکل 12.14

 ادله په  ندې تومه په پام کې نیسو: یضوي من مکل (   12.14)د  

2 2

2 2
1

x y

a b
  

 له دې ځایه

2 2 2 2
2 2

2 2 2
1

y x y a x b
y a x

b a b a a


       

نو 
2 2b

a
y a x     منحني د یادې  یضوي پاسینۍ  رخه ده او که د  یضوي مساA  وي، د

 ر ع)څلورمې  رخې( مسا   یې په  ندې تومه مم رل کی ي.

2 2 2 2

0 04

a a
A b b

a x dx a x dx
a a

     

 sinx a t تنویض په پام کې نیسو، نو cosdx a t :کی ي او سر  ره پر دې 

2

0 sin sin 0 0

sin sin 1

a t t t

a a t t t 

    

    
 

 په دې اساس
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 

2

2 2

22 2

2 2 2 2 2

0 0

2 2

0 0

2

0 0 0

sin cos
4

1 sin cos cos cos

1 1
cos 1 cos 2 sin 2

2 2 2

1 1 1
sin 0 sin 0

2 2 2 2 4

r
A b b

r x dx a a t a tdt
a a

b
a t a t dt ab t a t dt

a

ab
ab t dt ab t dt t t

ab
ab



 

 


 

   

  

 
      

    
            

 

 

 
 

1رمې  رخررې مسررا    یننررې د  یضرروي د څلررو 
4 4
A ab      دی، پرره دې اسرراس د  یضرروي مسررا

A ab .دی 

)داسرې سرځح پره پرام کرې نیسرو چرې د        : د دوراني اجسرامو سرځحو او  جمونرو مرم رل     )y f x 

]محور ترمنځ په  xمتمادي تا ع د مراف او  , ]a b که دغه مکل( 12.15)انتروال کې چاپ ر وي ،

وړي، چرې  محور په ماوخوا دوراع ومومي، دوراني جسرم منجتره را   xسځحه د  S   مسرا   او

 V :جم یې پبار  دی له  

   
2 2

2 1 ,

b b

dy

dx

a a

S y dx V f x dx        

 

 مکل 12.15

د ه رره جسررم  جررم ومررم رئ چررې پرره      1 0 , محررور پرره مرراوخوا د    xانتررروال کررې د   4

y x مکل(. 12.11)منحني له دوراع څخه منجته راغلی وي 
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 مکل 12.11

 د دستور له مخې د راکړل موي جسم  جم پبار  دی له: 

 

2 2

4 4
22

0 0

4
4 4

04
2 2 40 0

0

8x

V f x dx x dx

xdx

 

   

      

          

 



 

rد دوراع محررررور پرررره مرررراوخوا د دوو      1
h

y x واx h  

، چررې کرروم جسرررم   مررکل(  12.11) مسررتقیمونو ترررمنځ د چرراپ رې مثلثرري نررا یې لررره دوراع څخرره      

 تولیدی ي، نوپی  او  جم یې تر سه کړئ.

 

 مکل 12.11

او ارتفراس یرې    rمنجته راغلی جسم پبار  له ه ه مخروط څخه دی چې د داپدې مناس یې  

h ي، د دستور له مخې د یاد مخروط  جم په  ندې تومه مم رل کی ي:و 

   
2

2

2 3 2 3

2 2

22 2

0 0 0

2

3 3 30
0 .

h h h

r r
h h

h
r x r h

h h

V y dx x dx x dx

r h

  

 

  

         

  
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د کرې  جم او سځحې مسا   یې ومم رئ چې مرناس یرې    9

r .وي 

که  
2 2 2x y r   دایره دx  ،محور په ماوخوا دوراع وموميr  مناس لرونکې کره مجسم

 کی ي.کی ي چې مسا   یې په  ندې تومه مم رل 

له
2 2 2x y r   اړیکې څخهy متحول دx   ېیننتا ع په تومه

2 2y r x  نو ځکه ، ښیو

 د کرې  جم پبار  دی له:

 2 2 2 2 2 31 4

3 3

r r r

rr r

V y dx r x dx r x x r   
 

 
      

 
  

 ېینن

34

3
V r 

د کرې مسا   د ټاکلو لپاره  اید 
dy

dx
 شخیص کړو:ت 

2 2

2 2 2 2

2

2

dy x x
y r x

dx r x r x

 
    

 
 

 په دې اساس د کرې سځحې مسا   په  ندې تومه مم رل کی ي:

    

2 2 2

2 22 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 1 2 1 2 1

2 2 2 2

2 2 4

r r r

r r r

r r r r

r r r r

r

r

dy x x
S y dx y dx y dx

dx r xr x

r y r x
y dx r dx r dx r dx

r x r x r x

r x r r r r

  

   

  

  

   



   
            


   

  

    

  

    

 نو ځکه د کرې سځحې مسا   پبار  دی له:

24S r 

 

 مکل 12.11
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محرور پره مراوخوا د     xد ه ه جسم  جرم چرې د    11

2 2

2 2
1

x y

a b
  

 په  ندې تومه مم رل کی ي. مکل (  12.19) یضوي له دوراع څخه  منجته راځي

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2
1

y x y a x b
y a x

b a b a a


       

 نو غوښتل موی  جم پبار  دی له:

   
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

0 0 0

2 3 2 3 2 3
2 3 2

2 2 2

0

2 2 2

2 4
2 2 2 .

3 3 3 3

a a a a

a

a

b b
V y dx y dx a x dx a x dx

a a

b x b a b a
a x a ab

a a a

   

   



     

     
         

    

   
 

24

3
V ab 

 

 

 مکل 12.19

)د     )y f x  منحني طول چې د دووx a  تاx b   نقځو ترمنځ

  ر وي، پبار  دی له:چاپ

 
2

1

b

dy

dx

a

l AB dx   

 د  11
2 2 2x y r   .دایرې د محیا طول ومم رئ 

د ږسانۍ لپاره د دایرې یوه ر ع)څلورمه  رخه( په پام کې نیسرو، لره دې چرې     
2 2y r x  

 پورې  دلوع مومي، نو د دایرې د محیا څلورمې  رخې طول پبار  دی له:  r څخه تر1لهxدی او

2
2

2 2 2 2
0

0 0 0

1 1 arcsin
4 2

r r r r
C x rdx x

y dx dx r r
r x rr x


      

    4 2

C
r


 

2C   او د دایرې د محیا طول پبار  دی له: r 
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12.11   

:  لومړنۍ تا ع xF  تا ع په ,a b  انتروال کې د xf       تا ع لرومړنۍ ترا ع نرومی ي، کره چ ررې د

یاد انتروال په ټولو نقځو کې    F x f x  .وي 

متمادي تا ع  ین ای  لومړنۍ تا ع مانې لري داسې چې د دوو لومړنیو توا نو تفاو  یې یو ثا   

 پدد وي.

                                             :          غیر منین انتګرال   F f f x dx F x C     

توا نرو لپراره لررو    gوا f ثا ر  اپردادو او   kوا Cد د غیر منین انتګرالونو لرومړني ځرانګړنې :  

 چې:

    

    

   

   

       

.

.

.

. 0

.

.

.

d
dx

i f x dx f x

ii d f x dx f x dx

iii dF x F x C

iv dx C

v k dx kx C

vi k f x dx k f x dx

vii f x g x dx f x dx g x dx





 



 



    











 

  

 

:          د انتګرال نیونې تنویضي طریقه       gF g x g x dx F g x C    

 د افادې تنویض د متحول تنویض افاده

2 2a x 
sinx a  2 2 2 2 2sin cosa x a a a     

2 2x a 
tanx a  2 2 2 2 2n secx a a a ta a     

2 2x a 
secx a  2 2 2 2 2sec tanx a a a a     

uنقسام طریقه انتګرال نیونه:په ا   v dx u v u v dx u dv u v v du         

2n که چ رې د تحویل فورمولونه.  یو طبیني پدد وي، نو  

1 21 1sin cos sin sinn n nn
n n

x dx x x xdx     

1 21 1cos sin cos cosn n nn
n n

x dx x x xdx    



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 297

sinدا ډول انتګرالونرره  د طادرر  توا نررو مثلثرراتي انتګرالونرره: cosm nx x dx  مررکل لررري، چررې

غیررر منفرري تررام اپررداد دي، پرره یررادو انتګرالونررو کررې  نرردې مثلثرراتي فورمولونرره      nوا mپکررې 

 کاری ي.

   xxxx 2cos1cos,2cos1sin
2
12

2
12  

 ،sin sin , cos cos , sin cosmx nx dx mx nx dx mx nx dx   

              

    

    

    

1
2

1
2

1
2

sin sin cos cos

cos cos cos cos

sin cos sin sin

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

   

   

   

 

 منین انتګرالونه:

         1 1 2 2
1

lim lim
b n

k k n n
n nka

f x dx f c x f c x f c x f c x
 

           

 تا ع په f که. 1 ,a b په دې انتروال کې انتګرال منونکې هم ده.، کې متمادي وي 

متمادي وي او په fکه. 2 ,a b انتروال کې    0f x  نو د ، ويf    ترا ع  مرراف اوx   محرور

 پورې چاپ ر موی مسا   پبار  دی له:  bڅخه تر aترمنځ له  

 
b

a
A f x dx  

  ثا   پدد لپاره لرو چې: kادي توا نو اومتم f  ،g د منین انتګرال ځانګړتیاوې: د
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 

   

 

   

       

     

       

     

 

. ,

. 0

. , .

.

. ,

.

. 0, , 0

.

b

a

b a

a b

a

a

b b

a a

b b b

a a a

b c b

a a c

b

a

b

a

I kdx k b a

II f x dx f x dx a b

III f x dx

IV kf x dx k f x dx k const

V f x g x dx f x dx g x dx

VI f x dx f x dx f x dx a b c

VII m f x M m b a f x dx M b a

VIII f x x a b f x dx

IX f x

 

  



 

    

   

      

   





 



 

  

  





       

           

, ,

. ,

b b

a a

b
b

a
a

g x x a b f x dx g x dx

X f x dx F x F b F a F x f x

  

   

 



 

په  ,a b انتروال کې د دوراني جسم د سځح او  جم مم رل  : 

   
2 2

2 1 ,

b b

dy

dx

a a

S y dx V f x dx        

په  ,a b انتروال کې د منحني طول مم رل                   : 
2

1

b

dy

dx

a

l AB dx     
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12.12  

 
3
2

3 2
34

2

2

3 2 3
1. 3 2 1 , 2. 2 1 , 3.x x dx x dx dx

x x x

  
       

   
  

 

4 2

7 2

1 1 2 3 5
4. 2 , 5. , 6.

710

x x
x x dx dx dx

xx x

  
 

 
   

 
   

7 3

1 3
7. 5cos10 10sin5 , 8. , 9.

3 10 1

x x dx dx dx
z x


 

  

     
8 7

10. 5 , 11. 4 3 , 12. sin 6 3x dx x dx x dx     

 

2
2 3 4

4
3

13. 1 , 14. 2 , 15.
5

x dx
x x dx x x dx

x
 


   

 
3

2

cos
16. cos sin , 17. , 18.

1

x dx
x x dx dx

x x x
   

2 3 23

2
19. , 20. 2 4 , 21. , 22. cos3

2 1

xt dt
y y dy x e dx x x dx

t



   

 
2 2 223. ln , 24. arctan , 25. sin , 26. lnt dt x x dx t t dt x x dx    

 
2

2 2 227. sin , 28. ln 1 , 29. sinh , 30.
1

x
d x dx x x dx dx

x
  

    

 

2

33 3

1 1
31. , 32. , 33. , 34.

4 1 2

dx x x
dx dx dx

x x x x xx



  
    

  

2 3

4 2 22

2 4
35. , 36. , 37. , 38.

1 61 1

x dx dx x dx x
dx

x x x x xx x



    
    

 
 

1 2 2
3

2 2 3

2

0 0 0

39. 1 , 40. , 41. 9
3 2

dt
x dx x x dx

t
 


   

 د منین انتګرال د تنریف په کارولو سره وښیئ چې:

5 3

3

0 1

25
42. ( ) , 43. , 44. 20

2

b

a

Cdx C b a xdx x dx      

 دضیې په پام کې نیول سره وښیئ چې:د منین انتګرال اساسي 
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1 4 10

2 3

1 1 6

4
45. (2 ) , 46. 2 , 47. ln 2

3 2

dx dx
x x dx

xx



 

   
  

2 2

2 2

2 1 1

1 1
48. , 49. ln(0.1) , 50. ln 1

4 4 9 6

e
dx dx

xdx
x x




  
    

د ه رررې سرررځحې مسرررا   ومرررم رئ چرررې د    .  51
2xy   ،منحنررريx  1محرررور اوx 3و اx  

 مستقیمونو ترمنځ راچاپیر موې وي.

24د .  52 xxy   پارا ول اوx .محور ترمنځ چاپ ر سځحې مسا   ومم رئ 

42د  .53  xy 24و ا xy  .منحني مانو ترمنځ چاپ ر سځحو مسا   ومم رئ 

22د . 54 6,2 xxyxxy  مانو ترمنځ چاپ ر سځحې مسا   وټاکئ. منحني 

xyxyد ه ې سځحې مسا   چې د  ..55  ,2
 منحني مانو پواسځه چاپ ر وي تر سه کړئ. 

2پورې، د   5x څخه تر 0xله . 51
3

xy  .منحني طول ومم رئ 

4824پورې، د   4x څخه تر 2xله . 51 4  xxy .منحني طول ومم رئ 

]0,[د ه ه جسم  جم ومم رئ چې په  .51   انتروال کې دxy sin راع څخه منجتره  مراف له دو

 راغلی وی.

]0,[د ه ه جسم  جم تر سه کړئ چې په . 59 h    انترروال کرې دx     محرور پره مراوخوا د
h

xr
y

2
2  

 پارا وا  له دوراع څخه منجته راغلی وي.

]0,[د مخروط  جم ومم رئ، چې په . 11 r  انتروال کې دx   محور په مراوخوا دxy    مسرتقیم

 له دوراع څخه مجسم موی وي.

]0,[سه کړئ، چې په د استوانې  جم تر  . 11 h   انتروال کرې دry       خرا لره دوراع څخره مجسرم

 موی وي.
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مخروطي مقاطع د تحلیلي هندسې م مه  رخه ده، چې د فزیک، انجنیررۍ، ځمکپروهنې او دې تره    

ورته څانګو په پ ښرو او مسرایلو کرې ډېرر کراری ي. د دې څپرکري اصرلي  حرث دوې خرواوې ا تروا           

د یوې دوه مج وله منین منادلې د مرراف رسرمول او  رالنکس لره یروه ټراکلي مرراف څخره د         کوي، 

 اړونده منادلې تر سه کول. دلته په دې موضوپاتو لنډ نظر اچوو.

13.1  

 د مخروطي مقاطع  حث په دوو طریقو مځر  کی ي: 

ومړۍ طریقه کې مخروطي مقاطع د نقځو ه ه هندسي ځای په تومه تنری یر ي  په ل  لومړۍ طریقه:

چې له یوې ټاکلې نقځې)محراق(  او یوه مستقیم خرا څخره یرې د واټرن نسرب )پن المرکزیر ( یرو        

مثب  پدد وي. د پن المرکزی  د مقدار له  دلوع څخره منحنري پره پرارا ول،  یضروي او هرایپر ول       

 رې تر سه کی ي.اوړي او اړونده منادلې یې ت

پرره دې طریقرره کررې هررر یررو منحنرري د خپلررو ځررانګړنو پررر مبنررا تنریفیرر ي او د اړونررده    دویمرره طریقرره: 

ځانګړنو په برینه یې منادلې تر سه کی ي او د موضوس  تنقیر  پره صرور  کرې پرن المرکزیر ،       

پره دځبري   محراق او هادي مفاهیم په هر یوه کې ټاکل او تشخیص کیر ي، پرن المرکزیر  او هرادي     

 مختصاتو کې ښه مځر  ک دای مي.

په دې څپرکي کې دویمه طریقه ټاکل موې، یننې هر منحني په   ل،   ل ډول تنریفی ي او په اخرر  

کې د دځبي مختصاتو سیستم په مرسته د پن المرکزی  او هادی مفاهیم په هر یوه کې یې تحلیل 

 کی ي.

یوې ټاکلې دایرې له مرکزه ت ر موی وي او په مستقیم خا د  Dکه چ رې  

نقځره کرې دځرع او پره اړونرده       Vمسرتقیم خرا لرومړنی خرا پره      اړونده مستوي یې پمود وي او 

دایره مماس وي، د دایرې په محیا د  مستقیم خا له  رک  څخه چرې کروم مرکل منجتره راځري د      

 مخروط په نامه یادی ي. 

D  ،مستقیم خا ته د مخروط محور تقیم خا ته یې مولرد او مسV      .نقځرې تره یرې راس وایري

مخروط له یوه مستوي سرره پره   لا  لرو  را تو کرې   لا  لرې منحنري مرانې منجتره راوړي چرې د           

 مکل(. 13.1)مخروطي مقاطع په نامه یادی ي
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 مکل 13.1

د مسرتوي او مخررروط لرره تقرراطع څخرره  نرردې منحنرري مرراع    

 منجته راځي:

 ي نومی ي، یضوکه چ رې داطع مستوي د مخروط محور دځع کړي مخروطي مقاطع  

 ده)د  یضوي ځانګړی  ال (. دایرهکه چ رې داطع مستوي په محور پمود وي مخروطي مقاطع  

که چ رې داطع مستوي د مخروط له محور سره موازي وي، د مستوي دواړې خواوې پره متنرا ره   

 نومی ي. ها یپر ولپه دې  ال  کې تر سه موې مخروطي مقاطع تومه دځع کوي نو 

که داطع مستوي د مخروط له یوه م لد سره موازي وي، نو یوازې د مخروط یوه  رخره دځرع کیر ي    

 مکل(. 13.2)نومی ي پارا ولاو یاده مخروطي مقاطع 

مري چرې    له مستوي سر یره، کولی مو مخروط داسرې دځرع کرړو چرې د مخرروط لره راس څخره ت رر         

 ندې درې  التونه ممکن دي: که د مخروط دواړې خواوې داسې دځع کړو چرې لره راس څخره ت رر     

مي، تر سه موی مکل دوه متقاطع خځونه دي. ممکن مستوي له راس څخه داسې ت رره مري چرې    

له مخروط سرره ممراس وي)یرو م لرد پره  رر کرې ولرري( پره دې صرور  کرې تر سره مروی مرکل یرو                

و  ا خره امکاع لري مستوي مخروط په یوه نقځره)د راس نقځره( کرې دځرع کرړي      مستقیم خا دی ا

 په دې صور  کې له تقاطع څخه تر سه موی مکل یوازې یوه نقځه ده.
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 مکل 13.2

13.2    

( او یو ټراکلي مسرتقیم   Fپه مستوي کې د نقځو ه ه هندسي سیمه چې له یوې ټاکل موې نقځې)

ولرير پارا و  نومی ي. په  ل پبار  د مستوي نقځو ه ه سیګ چرې   ( څخه مساوي واټنDخا)

له ټاکلي مستقیم خا او یوې ټاکلې نقځې څخه د واټنونو نسرب  یرې ثا ر  او مسراوي پره یرو وي،       

مسررتقیم خررا یررې هررادي   Dنقځرره د پررارا و  محررراق او  Fدلترره  .مررکل( 13.3)پررارا و  نررومی ي

 نومی ي.

 

 مکل 13.3

محور داسې په پام کې نیسو چرې لره    xد یوې ساده منادلې د تر سه کولو لپاره  

F  محراق څخه ت ر موی او لهD   هادي سره پمودي وي، د هادي او محراق ترمنځ منجنۍ سریمه

. که د محرراق مختصرا    مکل( 13.3)محور رسموو yکې  , 0p      فررض مري، طبینري خبرره ده

xچې د هادي منادله مساوي کی ي په  p         او پره دې اسراس د مختصراتو پیرل د پرارا و  ه ره

 نقځه ده چې د راس په نامه یې یادی ي.
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کرره چ رررې   ,P x y      د پررارا و  یرروه نقځرره وي، نررو لررهF  محررراق اوD    هررادي څخرره متسرراوي

 الفاصله ده، یننې

PP PF  

 

 مکل 13.4

 لررررره دې چرررررې  
22( ) 0PF x p y    وا   

2 2
PP x p y y         دي، پررررره دې

   اساس

     
2 2 22( ) 0x p y x p y y       

 چې: د دواړو خواوو له مر ع کولو څخه تر سه کوو

     
2 2 2

2 2 2 2 2

( ) 0

2 2

x p y x p y y

x px p y x px p

      

      
 

                   :  له دې ځایه لرو چې
2 4y px 

0pمحور ته پره  کترو  متنرا ر ده. کره چ ررې       xله دې منادلې څخه لیدل کی ي چې منحني    وي

0pاو د   مکل( 13.4)پارا و  ښي لور ته        په صور  کې کیڼ لرور تره خلاصری ي. پره ورتره ډول

یرې پره مبرداء)پیل( وادرع وي اړونرده      محرور پررو  وي او راس    yه ه پارا و  چې محرراق یرې پره   

 منادله یې  ندې مکل لري.

2 4x py 

0pپه دې  ال  کې،    0او د  مکل( 13.5)لپاره د پارا و  خوله پاس لور تهp   لپاره  ندې

 خوا ته خلاصی ي.
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 مکل 13.5

د  ندې هرر یروې منرادلې مرراف ه ره پرارا و  راکروي چرې راس یرې د مختصراتو مبردا وي،             

 هادي یې له منادلې تر سه کی ي: محراق او

د پارا و  د محور  د پارا و  هادي د پارا و  محراق د پارا و  منادله

  ا  

2 4y px  , 0F p 
x p  يافق 

2 4x py  0 ,F p 
y p  يپمود 

د پارا و  منیاري وتر: ه ه وتر چې د پارا ول له محراق څخه ت ر او د تنا ر په محور پمود وي، د  

)(پارا و  منیاري وسن  rectumlatus  حرادري وترر نرومی ي. د    یا پمرود مx p    لپراره کرولی

دیم  وټاکو چې د منیاري وتر له نیمایي سره یې مساوي دی،  yمو د پارا و  له منادلې څخه د

 یننې

2 2 24 4 2
x p

F Fy px y p y p


     

2Fyپه دې اساس  p  2د 4Fy p .منیاري وتر د طول په نتیجه کې تر سه موی 

د   1
2 6y x  .پارا و  محراق او هادي وټاکئ او اړونده مراف یې هم رسم کړئ 

4د پررارا و   الرر  افقرري دی او  .   ررل 6p   نررو
3
2

p         پرره دې اسرراس پررارا و  کرریڼ لررور ترره

محراق یې، خلاصی ي 3
2

, 0F  او هادي یې مساوي په
3
2

x  مکل( .  13.1)دی 
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 مکل 13.1

که چ رې د مختصاتو محورونه داسې ولی دول مي چې مبدا نظر لرومړي   

سیستم ته په  ,h k     ې صرور  کرې د لرومړي سیسرتم     نقځه کرې مودنیر  ولرري، پره د xy  او

دویم سیستم  x y  :اړیکې په  ندې تومه دي 

 

 

,

,

i x x h y y k

ii x x h y y k

    

    
 

 

 مکل 13.1

 اوس کولی مو هر ډول مراف د یوه مناس  ل  د په پام کې نیولو سره په پمومي تومه مځر  کړو.

),(که چ رې د پارا و  راس  kh    نقځه وي، په مخکینیرو منرادلو کرې دx 

xپه ترتی  په ځای yو ا h واy k .وضع کوو او د  ندې جدول پایلې تر سه کوو 

د پارا و   د پارا و  منادله

 محراق

د پارا و  د محور  د پارا و  هادي

  ا  

   2
4y k p x h    ,F h p k x h p  يافق 

   
2

4x h p y k    ,F h k p y k p  يپمود 
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 مکل 13.1

 که د پارا و  منادلې ته انکشاف ورکړو، د  ندو  ا تو څخه یو غوره کوي:

 

 

2

2

x Ay By C i

y Ax Bx C ii

  

  
 

ه له افقي محور سره د پارا و   ال  او  دویمره اړیکره لره پمرودي محرور سرره د       پورته لومړۍاړیک

 پارا و   ال  ښیي.

 د 2
22 6 4y x x   .مراف تشخیص او رسم کړئ  

د دې منادلې مراف په پمودي محور د پارا و  مراف دی چې منادلره یرې پره منیراري  الر        ل . 

 لیکو:

       

   

2 2 2 1
2

2 2 2 22 3 3 3 31 1
2 2 2 2 2 2

2 2
3 9 31 1 1
2 2 4 2 2 4

2 6 4 2 6 4 3 2

3 2 2

2

y x x x x y x x y

x x y x y

x y x y

          

          

        

 

 له: په دې اساس د منادلې منیاري  ال  پبار  دی

   
2

3 1 1
2 2 2

x y   

 نررو د پررارا و  راس 3 1
2 2

,ې، یننررنقځرره ده
3
2

h  1وا
2

k   لرره پاسررینۍ منررادلې لیرردل   .  دي

1کیرر ي چررې 
2

4p   1پرره دې اسرراس
8

p   ،     پرره نتیجرره کررې د پررارا و  محررراق مسرراوي کیرر ي پرره 

 ,F h k p ېینن 3 3
2 8
,F . 
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 مکل 13.9

3 22 8 22x y y   مراف تشخیص او رسم کړئ . 

ه ره پره منیراري  الر      د دې منادلې مراف هم پره افقري محرور د یروه پرارا و  مرراف دی، نرو         ل . 

 لیکو:

 

2 2 2

22

2 8 22 8 22 2 8 2 22

8 16 2 22 16 4 2 6

x y y y y x y y x

y y x y x

          

         
 

 په دې اساس د منادلې منیاري  ال  پبار  دی له:

   
2

4 2 3y x   

3hنو   ،4k   4وا 2p   1یننرې
2

0p         چرې   او د پرارا و  خولره ښري لرور تره خلاصری ي

 پکې

     71
2 2

, 3 , 4 , 4F h p k F F      

 ننې محراق یېی 7
2
, 4F  او د هادي منادله یې په  ندې تومه ده دی 

51
2 2

3x h p x x       

د هادي منادله
5
2

x  تر سه کی ي . 

 

 مکل 13.11
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منادله ولیکئ چې راس یې د پارا و    4 4, 1  وي، محور یېy    محور سرره مروازي وي

 او د مختصاتو له مبدا څخه ت ر مي.

 واضح ده چې د دې پارا و  منادله پبار  ده له: ل . 

   
2

4 4 1x p y   

نررو  ایررد،  لره دې چررې منحنرري لرره مبرردا ت ریرر ي  0,0 پرره دې اسرراس کررولی مررو ، نقځرره صرردق کررړي

  ولیکو

       
2

24 4 1
0 4 4 0 1 16 4 4

0 , 0

x p y
p p p

x y

   
       

  

 

4pوا  موې منادله پبار  ده له: په پایله کې غوښتل. وټاکل مو 

   
2

4 16 1x y   

څلور  5
2y x  وا

2x y  پارا و  مانې په  ندې مکل کې رسم موي: 

 

)مونیا( د دائم ضلنې له طرول   د پارا و  پملي رسمول: د یوه تار چې طول یې د دائم الزاویه مثلث

ل سره مساوي دی، یو سر د پارا ول په محرادري نقځره کرې او دویرم سرر یرې د مثلرث پره راس د مرک         

مځا ق نښلوو، د مثلث دویمه ضلع د خا کش له څنډې سره چرې د هرادي پررمخ پررو  دی، تمراس      

لري، که چ رې د پنسل څوکه د تار تررمنځ د مرکل مځرا ق د مونیرا انتقرالي  رکر  سرره سرم  ردلوع          

 .مکل( 13.12)ومومي، محراق او هادي درلودونکی پارا و  رسمی ي
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 مکل    تار 13.12

pyxد   42   پارا و  د رسمولو لپاره متحدالمرکزه دایرې چې مرکز یې

 p,0     او مناپوې یې پره ترتیرpr  ،pr 2 ،pr 3 وي رسرموو، د دغرې دایررو     و ... ا

0y ،pyمشتر  نقځې په ترتی  د    ،py 2  موازي خځونو سره یوځای د غوښرتل   و ... ا

 مکل(. 13.11)موې پارا و  پرمخ پرتې دي

 

 مکل 13.11

13.3   

په مستوي کې د نقځو ه ه سیګ ته چې له دوو نقځو څخه یې د واټنونو مجموس له یوه ثا   پدد     

 13.13)سره مساوي وي،  یضوي ویل کیر ي. دوو نقځرو تره د  یضروي محرادونرو ټراکونکې وایري       

 .مکل(
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 مکل 13.13

کررره چ ررررې  0,cF و ا 0,cF   وا نقځرررې د  یضررروي محرادونررره yxP یرررې ,

a  ثا   پدد لپاره داسې چې a  د (، ندې مکل)نقځه وي اختیاري c نو مکل( 13.14) ،وي ،

  د تنریف له مخې لرو چې:

   , , 2d P F d P F a  

 

 مکل 13.14

 د دوو نقځو ترمنځ د فاصلې فورمول له مخې لرو چې: 

2 2 2 2( ) ( 0) ( ) ( 0) 2x c y x c y a        

                                         : یا
2 2 2 2( ) 2 ( )x c y a x c y      

 د وروستۍ اړیکې دواړې خواوې مر ع کوو او لرو چې:

2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 4 ( ) 2x cx c y a a x c y x cx c y           

 له دې ځایه تر سه کوو چې

2 2 2( )x c y a cx    

 د وروستۍ اړیکې له مر ع کولو او اړین اختصاراتو وروسته لرو چې:

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )x a c a y a a c    

aله دې چې c نو کولی مو ، دی 
222 bca   وضع کړو  
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222222 bayaxb  

د اړیکې دواړې خواوې په
2 2a b  :تقسیموو او پایله تر سه کوو چې 

2 2

2 2
1

x y

a b
  

a ښکاره ده چې c  ،لیدل کی ي چې د x xنحني نظر په دې اساس م، توانونه جف  دي yو ا    

  محورونو او مبدا ته متنا ره ده.  yو ا 

0xد  یضوي په منادله کې د د  یضوي راس:  د تقاطع نقځې په،  لپاره y  محور ټاکل کیر ي ،

 ېینن

2 2 2
2 2

2 2 2

0
0 1 1

y y
x y b y b

a b b
           

پرره دې اسرراس پرره افقرري محررور د تقرراطع نقځررې)د  یضرروي راسررونه( پبررار  دي لرره      0 ,B b وا

 0,B b        0څخه. په همدې تومره لره پورتره منرادلې څخره دy   ،د تقراطع نقځرې پره     لپرارهx  

 محور ټاکل کی ي، یننې

2 2 2
2 2

2 2 2

0
0 1 1

x x
y x a x a

a b a
           

نو په پمرودي محرور د تقراطع نقځرې)د  یضروي راسرونه( پبرار  دي لره          ,0A a وا ,0A a  

 څخه.

 یضوي دوه دځرونره لرري چرې د غرګ)اطول(دځر او ووړ)ادصرر( دځرر پره نامره یرادي او مرکرز یرې د            

څخه  2cمنځ واټن یې له او د محرادونو تر 2b، ادصر دځر طول 2aمبدا نقځه ده. د اطول دځر طول 

پبار  دی، لیدل کی ي چې  0 ,B b    نقځه له دوو محرادونو څخه متساوي الفاصرله دي یننرې

BF BF   2او له دې چېBF BF a   2دی نو 2BF aیاBF a  کی ي. اوس دBCF 

 د فیثاغورس دضیې مځا ق لرو چې: مکل( 13.15)دائم الزاویه مثلث له مخې

     
22 2

2 2 2

ab c

CB CF BF  

 په پایله کې 

222 cba  
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 مکل 13.15

 c
a

  ب  ترره د  یضرروي پررن المرکزیرر ) لرره مرکررزه   ررر( وایرري، پررن      نسرر

نر دي مري،  یضروي دایررې تره ورتره        aتره  cالمرکزی  د  یضوي مکل ټاکي، یننې هرڅومره چرې 

cوالی پیدا کوي او د a 1ېینن  .لپاره  یضوي په دایره اوړي 

 د پایله:

2 2

2 2
1

x y

a b
 منادلې مراف

2 2a b یوه  یضوي راکوي چې راسونه یرې ، لپاره ,0a 

صررر دځررر پررای یررې  داسررې چررې د اد ، وي 0 , bونرره یررې محراد او ,0c سررر یره پررر دې ، وي 

222 cba  .ده 

ه ه وترر چرې د  یضروي لره محرادره ت رر او پره تنرا ر محرور پمرودي وي، د            

)( یضوي د منیاري وسن   rectumlatus       یا  پمودي محرادري وترر نرومی ي. د  یضروي منادلره

xکې د  c  لپاره کولی مو دy تر نیمایي  رخه دی یننې:دیم  تر سه کړو چې د منیاري و 

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 22 2 2

2 2 2 2

1 1 1
x c

F F

F F F

y yx y c c

a b a b b a

y y ya c b b

b a b a b a



       


     

 

په دې اساس

2

F

b
y

a
 او د منیاري وتر طول پبار  دی له

22
2 F

b
y

a
 .څخه  

 د  ندې منادلې مراف تشخیص کړئ.  1

2 24 18 36x y  

 تقسیموو او تر سه کوو چې 36 د منادلې دواړې خواوې په ل . 

2 2

1
9 2

x y
  

نو یاد مراف له یوې  یضوي څخه پبار  دی چې پکې
2 9a  2وا 2b  3ېیننa  2واb  

دځرر د پرای نقځرې    په دې اساس د اطول دي 3 , 0 د ادصرر دځرر د پرای نقځرې      او 0 , 2  
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  وا دي
2 2 2 9 2 7 7c a b c          نررررو محرادونرررره یررررې پبررررار  دي لرررره  7 , 0

 مکل(. 13.11) او مراف یې په  ندې تومه دی.څخه

 

 مکل 13.11

 د  یضرروي منادلرره تر سرره کررړئ داسررې چررې راسررونه یررې         2 4 , 0 یررې  ونرره و محرادا

 2 , 0 وي. 

4aلیدل کی ي چې   2واc  :2        نو 2 2 16 4 12b a c     

  ساس غوښتل موې منادله پبار  ده له:په دې ا

2 2

1
16 12

x y
  

محرور پررمخ     yکره د  یضروي راسرونه)د اطرول دځرر د تقراطع نقځرې( د         د  یضوي پمرودي  الر :  

وټاکررل مرري، پرره دې صررور  کررې محرادونرره پبررار  دي لرره       0 , c   څخرره. نررو د

2 2

2 2
1

x y

b a
  

منررادلې مررراف ه رره  یضرروي ده چررې پکررې  
2 2a b  او راسررونه یررې 0 , a  دي، د ادصررر دځررر د

تقاطع نقځې  , 0b  او محرادونه یې دي 0 , c  دي، داسې  ال کې چې
2 2 2c a b  .ده 

 

 مکل 13.11
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 په پمومي تومه د یوې  یضوي منادله چې مرکز یې د مختصاتو مبدا وي  ندې  ال  لري: یادونه:

2 2
2 21

x y
qx py pq

p q
     

p په دې صور  کې که q یضوي افقي  ال  لري او کره ،  وي p q     وي  یضروي پره پمرودي

pاو د  ال  کې ده q .لپاره دایروي  ال  غوره کوي 

د 3
2 29 4 25x y  .منادلې مراف وټاکئ 

مراف یې پبار  له ه ه  یضوي څخه دی چې مرکز یې د مختصاتو مبردا او محرادونره یرې لره       ل .

 ( محورونو څخه په یوه پرو  دی.y او  xدوو )

2 2 2 5
3

2 2 2 5
2

0 9 4 0 25 9 25

0 9 0 4 25 4 25

y x x x

x y y y

         

         
 

محور پرمخ د تقاطع نقځې پبار  دي له  xنو د  5
3

,0  څخه او پهy    محور د تقاطع نقځرې لره

 5
2

0 , 5ې سره مساوي دي. له دې چ 5
3 2
         ده، پره دې اسراس اطرول دځرر د پمرودي محرور پررمخ

 .مکل( 13.11)وادع دی

 

 مکل 13.11

د  یضرروي پمررومي  الرر : د دررائم مختصرراتي محورونررو د لی دولررو پرره پایلرره کررې داسررې چررې مبرردا   

 ,C h k    نقځې ته نقل مي، کولی مو د  یضوي منادله په پمومي تومه مځر  کړو. د سراري پره

 تم کې د  یضوي منادله تومه که په لی دول موي سیس

   
22

2 2
1

yx

a b


  

 په لومړني سیستم کې لومړنی منادله پبار  ده له:  وي،

   
22

2 2
1

y kx h

a b


  
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 مکل( . 13.19)وروستۍ منادله د  یضوي پمومي او منیاري)کانوني(  ال  ښیي

 

 مکل 13.19

 د  یضوي پمومي منادله کولی مو داسې ولیکو:

2 2 0Ax Cy Dx Ey F     

0ACضریبونه هم اماره خو د صفر خلاف وي یننې  Cوا Aداسې چې  . 

 د  ندې منادلې مراف رسم کړئ: 4
2 216 9 64 18 71 0x y x y     

                  منادله په  ندې تومه لیکو: ل .    2 216 4 9 2 71x x y y    

 د دوس د ننه افادې تکمیل مر ع کوو.

   2 216 4 4 4 9 2 1 1 71x x y y        

        :  یا   2 216 4 4 64 9 2 1 9 71x x y y        

       : یا   2 216 4 4 9 2 1 71 64 9x x y y        

             له دې ځایه لرو چې:   
22

16 2 9 1 144x y    

 تقسیموو او تر سه کوو چې: 144د وروستۍ اړیکې دواړې خواوې په 

   
22

12
1

9 16

yx 
  

2xضوي منادله چې پمودي  ال  لري او د او دا د  ی x   1واy y      په تنویض سره لره

 ل  دول موي سیستم څخه لرو چې:

   
22

1
9 16

yx 
  

2hیننې په دې  ال  کې    1واk           )په پام کې نیرول کیر ي، نرو نروې مبردا)د  یضروي مرکرز

پبار  ده له  2, 1C  مکل( 13.21)څخه 
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 مکل 13.21

یوه مستوي پر مخ په پام کې نیسو، واټن ولري د  c2دوه میخونه چې له یوه  له  د  یضوي رسمول:

طول لري، دواړه سرونه په داوړو میخونو تړو، اوس که د پنسل څوکه متکي پره   a2د یوه تار چې 

همدې تار او د مکل مځا ق د میخونو په مراوخوا وخوځروو، داسرې یروه  یضروي رسرمی ي چرې د        

 مکل( . 13.21)وي  c2او د محرادونو ترمنځ واټن یې مساوي په  a2اطول دځر طول یې 

 

 مکل 13.21

او د ادصر  2aکه چ رې یوه سا ه د داسې یوې  یضوي چې د اطول دځر طول یې  

 وي ا اطه موې وي، مسا   یې مم رو. 2bدځر طول یې 

د یادې  یضوي منادله یننې ل . 
2 2 2 2 1x a y b  نظر y :ته  ل کوو 

2 2b
a

y a x   

 غوښتل موی مسا   پبار  دی له:

2 2

0

4

a
b

A a x dx
a

   

 کې  ندې تنویض په پام کې نیسو:د دې انتګرال په مم رنو 
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2 2

2

sin cos , cos

0 0 , sin

x a a x dx a d

x x a a a 

   

  

    

       
 

 په دې اساس

 

2 2

2

2 2 2 2

0 0
0

1
2 20

1 cos 2
4 4 cos 4

2

2 sin 2 2

a
b b b

A a x dx a d d
a a a

ab ab ab

 





  

  

     
        

    

     

  
 

 نو پایله اخلو چې د  یضوي مسا   پبار  دی له:

A ab 

aکه r b  یضوي په دایره اوړي او مسا   یې مساوي کی ي په:، په پام کې ونیول مي   

2A r 

13.4   

یرو مثبر    د مستوي د نقځو ه ه هندسي ځای چې له دوو ټاکلو نقځو څخه یرې د واټنونرو تفاضرل،    

 13.21)ثا رر  پرردد وي، هررایپر و  نررومی ي، یررادې دوې نقځررې د هررایپر و  محرادونرره نررومی ي        

 مکل(.

 

 مکل 13.21

 

د داسې هایپر و  منادلې د تر سه کولو لپاره چې د محرادونو ترمنځ یې واټرن   

2c  د هررر ، yxP و ، ا  2aنقځررې او محرادونررو ترررمنځ د واټررن تفاضررل یررې   , 0,cF وا 0,cF   

افقري محرور د    yنقځې یې محرادونه وي، د دائم مختصاتو سیستم داسې پره پرام کرې نیسرو چرې      

 هایپر و  پر محور منځبق وي،  دمکل په پام کې نیولو سره لرو چې:

   , , 2d P F d P F a  
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 مکل او د دوو نقځو ترمنځ واټن ته په کتو سره 

2 2 2 2( ) ( ) 2x c y x c y a      

                          :  یا
2 2 2 2( ) 2 ( )x c y a x c y      

 ې مر ع کوو نو  سته راځي چېد وروستۍ اړیکې دواړې خواو

2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 4 ( ) 2x cx c y a a x c y x cx c y           

 :  له اړین اختصار څخه وروسته 
2 2 2( )x c y cx a     

 د دواړو خواوو له مر ع کولو او یو مم ر اختصارونو وروسته لرو چې:

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )x c a a y a c a    

aله دې چې c نو کولی مو، دی 
2 2 2c a b   وضع کړو په دې اساس 

2 2 2 2 2 2b x a y a b  

د وروستۍ اړیکې دواړې خواوې په 
2 2a b  :تقسیموو او پایله اخلو چې 

2 2

2 2
1

x y

a b
  

xلیدل کی ي چې د  xتوانونه جف  دي، په دې اساس منحني نظر   yو ا    محورونرو او    yو ا   

 مبدا ته متنا ر دی.

0xله منادلې څخه د   د تقاطع نقځې په ، لپارهy ټاکل کی ي، یننې 

2 2 2

2 2 2

0
0 1 1

y y
x

a b b
       

او لره دې چررې  
2 2 1y b     دغرره هرایپر و   منادلره  ررل نلررري، نرو y  خررو د . محررور نرره دځرع کرروي

0yمنادله کې د  هایپر و  راسونه، په یاده  په،  لپارهx محور ټاکل کی ي، یننې 

2 2 2
2 2

2 2 2

0
0 1 1

x x
y x a x a

a b a
           

د افقي محور پر مخ د هرایپر و  تقراطع نقځرې)د هرایپر و  راسرونه( پبرار  دي لره           ,0A a وا

 ,0A a  .څخه 

او د محرادونرو تررمنځ واټرن     2aهایپر و  یو محور لري او مرکز یې د مبدا نقځه ده. د محور طرول  

 دی. 2cیې 

2 2 2c a b  

 د 

2 2

2 2
1

x y

a b
  و هایپر و  دی چې راسونه یې، یفمنادلې مرا , 0a داسې چرې  ، دي

محرادونه یې مساوي په ,0c ،سر یره پر دې دي 
2 2 2c a b  
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ه ه وتر چې د هایپر و  له محراده ت ر او په تنا ر محور یرې پمرود وي،    

)(د هررایپر و  منیرراري وسررن    rectumlatus      یررا محرادرري پمررود وتررر نررومی ي. د هررایپر و  لرره

xد منادلې څجه  c لپاره کولی مو دy    دیم  وټاکو چې د منیاري وتر د طول له نیمرایي سرره

 مساوي دی، یننې

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
x c

F F F

F F F
F

y y yx y c c c a

a b a b a b a b

y y yc a b b b
y

b a b a b a a

 
         


       

 

په دې اساس د منیاري وتر طول پبار  دی له

22
2 F

b
y

a
 مکل( 13.29)څخه  . 

 

 مکل 13.29

که 

2 2

2 2
1

x y

a b
  منادله نظرy :ته  ل مي، لرو چې 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2
2

2 2 2
1 1

b x a y a b b x a b a y

b x a b
a y b x a b y

a

b x a bx a
y y

a x a x

    


   

 
       

 

 

xښکاره ده چې په وروستۍ اړیکه کې  اید  a  ،یننې په  وي ,a a  انتروال کې دx  لپاره

د هررایپر و  منحنرري مررتوع نلررري. پرره  ررل پبررار  د هررایپر و  هررره     ,x y  نقځرره  ایرردx a یررا

x a   .صدق کړي 
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y  او فرضوو چې mx c   د

2

2
1

bx a
y

a x
   :منحني، د مایل مجان  منادله وي، نو 

2

22

2

1

lim lim lim 1
x x x

bx a

y b a ba xm
x x a x a  

 

       

 په وروستۍ افاده کې د مثب  امارې په پام کې نیولو سره لرو چې:

   

  

2
2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

lim lim 1 lim

lim lim 0

x x x

x x

bx a b b
c y mx x x a x

a x a a

b x a x x a x b a

a ax a x x x a

  

 

 
        

 
 

   
  

   

 

bنررو. ورترره پمررل ترسررره کرروو  د منفرري امررارې لپررآره هررم 
a

m   0واc   ده، د مجررانبونو منادلرره

bپبار  ده له 
a

y x  .څخه 

xپه همدې تومره پره                  الر  کرې پاسریني لیمر  تره ورتره د دې پره پرآم کرې نیولرو سرره چرې 

lim 1x

x
x 

           کی ي، کرولی مرو تر سره کرړو چرې د دویرم مجانر  منادلرهb
a

y x    ده. یننرې د

 هایپر و  دوه مجانبونه پبار  دي له:

b
y x

a
  

په مرسته کولی مو هایپر و  په دد  رسم کړو. د مجانبونو رسرمولو یروه طریقره دا ده    د مجانبونو 

چې لومړی  اید  ,0V a ، ,0V a     راسرونه او 0 ,W b  و ا 0 ,W b     نقځرې وټاکرل

WWمري.         2دځنره خرا چررې اوږدوالری یرېb     دی د هرایپر و  د محررور مرزدود نرومی ي او څلررور

 پر و  مجان  نومی ي.پاسینۍ نقځې د مستځیل راسونه دي چې اړونده دځرونه یې د های

 د 1
2 29 4 36x y  .منادلې مراف تر سه کړئ 

 تقسیموو او د هایپر و  منادله په  ندې تومه تر سه کی ي 36د منادلې دواړه خواوې په  ل . 

2 2

1
4 9

x y
  

 نو
2 4a  2وا 9b  2ده، یننېa  3واb   .راسونه پبار  دي له 2,0  څخه او د مزدود

محور دوه انجامونه پبرار  دي لره   0 , 3 چرې دغره څلرور نقځرې یرې      د مسرتځیل دځرونره   . څخره

څلرررررررور انجامونررررررره دي، پبرررررررار  لررررررره  
3
2

y x    مجرررررررانبونو څخررررررره دي، سرررررررر یره پرررررررر دې

2 2 2 4 9 13c a b      ده، نو د هایپر و  محرادونه 13 , 0 مکل( 13.31)نقځې دي. 
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 مکل 13.31

د هرررایپر و  منادلررره، محرادونررره او مجانبونررره تر سررره کرررړی، داسرررې چرررې راسرررونه یرررې      2

 3 , 0 وي او له 5,2P .نقځې څخه ت ر مي 

3aد دې په پام کې نیولو سره چې  ل .  :وي، د هایپر و  منادله پبار  ده له 

2 2

2
1

9

x y

b
  

 په  اسینۍ منادله کې د   , 2 , 5x y  :له تنویض څخه لرو چې 

2

4 25
1

9 b
  

له دې ځایه تر سه کوو چې
2 9

4
b  ننېی

3
2

b  دهر په پایله کې  

2 2

9
4

1
9

x y
  

وروستۍ منادله ه ه غوښتل موې منادله ده چې،
2 2 2 9 45

4 4
9c a b     نو  3

2
5 , 0 

 لهونه یې پبار  دي بنمجا یې اړوند محرادونه دي

3 2 1

3 2
b
a

y x y x y x        

1څخه، یننې
2

y   . 

د هررایپر و  منادلرره چررې راسررونه یررې      0 , a   او محرادونرره یررې 

 0 , c :دي پبار  ده له 

2 2

2 2
1

y x

a b
  
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داسررې  ررال کررې چررې    
2 2 2c a b  لترره. دده  ,0W b وا ,0W b    د مررزدود محورونررو دوه

aاو مجانبونه یې پبار  دي له انجامونه دي
b

y   مکل( 13.31)څخه. 

 

 مکل 13.31

د  3
2 24 2 1y x  م کړئ.منادلې مراف رس 

 دغه منادله کولی مو داسې ولیکو ل . 

2 2

1 1
4 2

1
y x

  

 نو منادله د هایپر و  اړوند منادله ده:

2 2 21 1 1
4 2 2 2

2 331 1
4 2 4 2

,a a a a

c c

     

    
 

نو راسونه 1
2

0 ,  او محرادونه یې 3

2
0 , مکل( 13.32)دي. 

 

 مکل 13.32
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4 2 29 4 54 16 29 0x y x y     .منادله تشخیص کړئ 

 منادله په  ندې تومه ترتیبوو:.  

   

2 2

2 2

9 4 54 16 29

9 6 4 4 29

x y x y

x x y y

    

    
 

   2 29 6 9 4 4 4 29 81 16x x y y         

   

   

22

22

9 3 4 2 36

23
1

4 9

x y

yx

   


 

 

 چې  ندې مکل لري:

   
2 2

1
4 9

y x 
  

3xداسې  ال کې چې x   2واy y   حورونو د ل  د وروسرته د هرایپر و  مرکرز    ده،  د م

 13, 2 .نقځه  س ته راځي 

د هایپر ول منادلې منیاري  ال  چې مرکز یرې    ,h k   او محرادونره

 محور(پر مخ پراته وي، پبار  دی له xیې د مستقیم خا)

   
22

2 2
1

y kx h

a b


  

په همدې تومه د هایپر ول منادلې منیراري  الر  چرې مرکرز یرې       ,h k  ه یرې د  او محرادونرy 

 محور سره موازي په مستقیم خا پراته وي، پبار  دی له:

   
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
  

دغه منادلې په منیاري  ال  کې د هایپر و  له منادلو څخه چې مرکز یې د مختصاتو مبدا وي، 

xد  x h   واy y k      ل  د وروسته تر سه موې. په دې  ال  کې د هایپر و  مجانبونره

  ندې مکلونه لري.

 
b

y k x h
a

       و  
b

x h y k
a

    

وي   2bاو د دویم دځرر یرې    2aدوه پمودي او افقي هایپر و  چې لومړی دځر یې  

 د  ندې منادلو



 

 

 

               

 

 عمومي ریاضي 325

   

   

22

2 2

2 2

2 2

1

1

y kx h

a b

y k x h

b a


  




  
  

 

 2aپه درلودو سره د یوه  ل مزدود هایپر و  مانې نوم  ي، ښکاره ده چې د افقي هایپر و  دځرر  

 دی. 2bاو د پمودي هایپر و  دځر 

وي،  a2نقځې یې محرادونه  او دځر یې  2Fوا 1F د هایپر و  د رسمولو لپاره چې  

 یې په ترتی  مناپوې وي داسې چې:  2rو ا 1rیې مراکز او  2Fوا 1Fد دوو دایرو په مرسته چې 

1 2 2r r a  

د دې دوو دایرررو د تقرراطع نقځررې د یرروه هررایپر و  پرررمخ پرتررې دي نررو د دې نقځررو هندسرري ځررای ترره    

 .مکل( 13.33)هایپر و  وایي

 

 مکل 13.33

د یوه تار چې طول یې د خا کش له طول څخه کم دی، یو سر د هایپر و  په  

محراق کې او دویم سر یې د خا کش په په یوه څنډه کې د مکل سره سم نښلوو، د خا کش دویم سر 

د هایپر و  په دویم محراق وادع کوو. که د پنسل څوکه د تار په اتکا او د خا کش د دوراني  رک  

 مکل(. 13.34)سره په هم  ۍ  دلوع ومومي، ټاکلي محراق لرونکې هایپر و  رسمی ي
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 مکل 13.34

13.5

 د مخروطي مقاطع د منحني مانو منادلو ساده  ال  په پمومي تومه  ندې مکل لري: 

022  FEyDxCyAx 

 صفر وي نه دواړه، ضریبونو څخه  اید یو   Cو یاا  Aکه یاده منادله د پارا و  مر وط وي، د  .1

 وي. 0CAکه چ رې پاسیني منادله د دایرې لپاره وي اړینه ده څو . 2

0ACهم اماره دي، یننې   Cوا Aکه چ رې منادله  یضوي پورې اړوند وي،  .3 . 

0ACمختلف ا ماره وي، یننې  Cوا Aمنادله د هایپر و  وي نو  اید، که . 4 . 

 نو اړوند اړین مرایا وړاندې موي چې کافي نه دي.  په هرو پاسینیو څلورو  التونو کې د منحني ما

 یوه دویم درجه دوه مج وله منادله ک دای مي په  ندې تومه نسبتا پمومي  ال  ولري:

022  FEyDxCyBxyAx 

 ررد هررم زیررا  مرروی او پرره مسررتوي کررې د اړونررد منحنرري د دوراع پرره اړه     Bxyپرره دې منادلرره کررې  

کره یراده منادلره مخروطري مقراطع وي، د      منلوما  راکوي چې دلته جزئیاتو ته نه ورځو. په هر سر 

2 4B AC       افادې په مرسرته، چرې د ممیرزې)min( antdiscri      پره نامره یرادی ي تشرخیص

 کی ي.

)0( که ممیزه صفر وي .1 .منحني یو پارا و  دی  

)0(که چ رې ممیزه منفي وي .2  .منادله د  یضوي اړوند ده 

)0( که ممیزه مثب  مي .3  منادله هایپر و  راکوي. 

 )که چ رې دځرونه یې سره مساوي وي( یالبته دایره د  یضوي ځانګړی  ال  د
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پاس یاد موې منادله د مخروطري مقراطع سرر یره ممکرن د یروه مسرتقیم خرا، یرو جروړه مسرتقیم           

 خځونو، یوې نقځې او یا څو مب م  ا تو ښکارندویي وکړي.

د دې امکرراع مررته چررې یرروه درجرره دویررم منادلرره نرره د دایرررې، نرره د  یضرروي، نرره د      

   او نه د هایپر و  ښکارندویي وکړي.پارا و

 0
)()(

2

2

2

2







b

ky

a

hx
منادلره او یررا انکشررافي  الرر  یررې د  یضرروي اړونررد نرره دی،     

 ځکه چې: 















kyky

hxhx

b

ky

a

hx

0)(

0)(
0

)()(
2

2

2

2

2

2

 

),(لیدل کی ي چې پاسینۍ منادله یوازې  kh نقځه څرمندوي او دا نقځه د  یضوي مرکز 

1
)()(

2

2

2

2







b

ky

a

hx
 

 ده.

0
)()(

2

2

2

2







b

ky

a

hx
 منادله په پام کې نیسو. 

00
)()(

2

2

2

2








 










 










b

ky

a

hx

b

ky

a

hx

b

ky

a

hx
 

0,0
22














b

ky

a

hx

b

ky

a

hx
 

 ښیي چې د  ندې هایپر و  مجانبونه دي:وروستۍ منادلې دوه متقاطع مستقیمونه 

1
)()(

2

2

2

2







b

ky

a

hx
 

  0)( 2  ky    منادلره لره ky       (4)(مسرتقیم څخره پبرار  ده چرې د( 2 hxaky  

 پارا و  د تنا ر محور مڼل کی ي.

1  0158222  yxyx :منادله چې تصور کی ي د هایپر و  اړوند ده تحلیلوو 

0)4()1(01582 2222  yxyxyx 










3

5
)4(1)4()1( 22

yx

yx
yxyx 

 نو راکړل موې منادله په  قیق  کې د دوو متقاطع مستقیمونو دوې منادلې دي.
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13.1    

لکه څرنګه چې مخکې وویل مول، مخروطي مقاطع د محراق او یو مستقیم خا)هادي( ترمنځ د  

واټنونررو د نسررب )پن المرکزیرر ( پرره تومرره پ ژنرردل کیرر ي. دلترره غررواړ د پررن المزکزیرر  او هررادي      

 مشخصا ، یادو منحني مانو ته مځر  کړو.

پره مسرتوي کرې یرو ټراکلی مسرتقیم خرا وي، د ټولرو ه رو           lیوه ثا ته نقځه او  Fچ رې که  

څخرره یررې د واټنونررو نسررب ر یننررې    lاو  Fنقځررو سرریګ چررې لرره  
 

 

,

,

d P F

d P Q
   ،یررو ثا رر  پرردد وي

یې اړونده محراق دی. د مخروطي مقاطع منرادلې  نردې څلرور     Fمخروطي مقاطع مڼل کی ي او 

  التونه لري:

,
1 cos 1 sin

d d
r r

 

   
 

 
 

1کرره   0 کرره چ رررې،    دهمقځررع پررارا و ، وي 1   1او د وي نررو  یضرروي ده    لپرراره  یررا

 13.35) مستقیم خا یې هادي مڼل کی ي lاو د اړونده مقځع پن المرکزی  ثا   . هایپر و  ده

 مکل( .

 

 مکل 13.35

1 کره  ثبو  .    ښرکاره ده چرې  ، وي 
 

 

,

,
1

d P F

d P Q
  ېیننر   , ,d P F d P Q   پره دې اسراس 

P نو، نقځه له محراق او هادي څخه متساوي الفاصله دهP ارا و  یوه نقځه دهد پ . 

0که چ ررې   1   وي.F      نقځره د دځبري محرور پره , 0D d   د دځر  پره تومره او     نقځره کرېl 

0d مستقیم خا  یې د پمود په تومه په پام کې نیسو  (13.31 . )مکل 
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 مکل 13.31

که ,P r  د مستوي یوه نقځه وي داسې چې 

 

 

,
1

,

d P F

d P Q
  

 مرتسم وي، نو Pد دځبي محور پرمخ د  Cکیڼ لور ته پرته ده. که  lد  Pلیدل کی ي چې 

   , , , cosd P F r d P Q FD FC d r      

 په دې اساس

 

 
 

 

,
cos

, cos cos

cos cos 1 cos

P P F r r
r d r

P P Q d r d r

r d r r r d r d

  
 

        

     
 

        

 

                   :  له دې ځایه
1 cos

d
r



 



 

1د.  ده، چې د مراف دځبي منادله مڼل کی ي  1 او cos 0    مررط لپراره هریع ,r    نقځره

cosr متوع نلري د d r    اړیکې منادل، د دائم مختصاتي سیستم منادله پبار  ده له 

2 2x y d x     

 د دواړو خواوو له مر ع کولو څخه لرو چې

2 2 2 2 2 2 22x y d d x x      

 ه لرو چې:له اړین ترتی  وروست

 2 2 2 2 2 21 2x d x y d      

 د مخکینۍ اړیکې له تکمیل مر ع او ساده کولو وروسته لرو چې

 

2
2 2 2 2

22 2
21 1 1

d y d
x

 

  

 
   

   
 

د پاسینۍ اړیکې دواړه خواوې په 
2

2 2 21d   موو.تقسی 
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   

2 2
2 22

22 22

2 2 2 2 2 2 2

2 2 222 2

1 11 1 1

111 1

d dy
x x

y

d d dd

 

 
  

 

   
    

        
 
 

  

 

په وروستۍ اړیکه کې د

2

21

d
h




 


  ،

 

2 2
2

2
21

d
a







و ا 

2 2
2

21

d
b







 له تنویض څخه لرو چې 

 2 2

2 2
1

x h y

a b


  

محرور پره    xپه دې اساس د تر سه موې منادلې مراف ه ه  یضوي ده چرې مرکرز یرې د     , 0h 

 و:نقځه کې وادع وي ا

 

2 4 2
2 2 2

2 2
2 11

d d
c a b c

 


    


 

محراق F یننې
2 21c d e  ،او د دې ترڅنو واټن لريc a  .دی 

0d، داسې چې مکل( 13.31)که محراق د هادي په ښي لور کې وټاکل مي  .وي 

 

 مکل 13.31

په دې صور  کې 
1 cos

d
r



 



 منادله تر سه کی ي او په ورته تومه پین پایله تر سه کی ي.  

1ورته ثبو  د   .هایپر و ( لپاره هم کی ي( 

محور سرره مروازي وټاکرل مري داسرې چرې لره         هادي د دځبي lکه  2
,d 

و یرا  ا   3
2

,d 
نقځرو   

 13.31)ترا ع تر سره کیر ي    sinپه ځرای د   cosڅخه ت ر موی وي، په مخکینیو منادلو کې د 

 مکل(
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 مکل 13.31

 د  ندې منادلې منحني رسم او تشخیص کړئ. 1

10

3 2cos
r





 

 تقسیموو او تر سه کی ي چې: 3د کسر صور  او مخرد په  ل . 

10
3

2
3

1 cos
r





 

2ې اساس د فورم مځا ق په د
3

      ده. نو مراف ه ره  یضروي دی چرېF       محرراق یرې پره دځر  کرې

وادع وي او اطرول محرور یرې د دځبري محرور پره اوږدو پررو  وي. د اطرول محرور دوه انجامونره پره            

0  و      نقځو وادرع دي، یننرې 2 , 0V و ا 2 ,V       ،نقځرې د  یضروي راسرونه دي

 په دې اساس

 2 , 12 6a d V V a    

VV د  یضوي مرکز په   ېنیند تصنیف نقځه 4 ,  کې وادع دی او 

  2 2 22
3

6 4 36 16 20c a b a c         

سرره مسراوي دی. نرو پره درائم مختصراتي سیسرتم کرې         20یننې د ادصر محور د طول نیمایي لره  

 مکل( 13.39)مراف په  ندې تومه څرمندی ي

 

 مکل 13.39
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 د  ندې منادلې منحني رسم او تشخیص کړئ. 2

10

2 3sin
r





 

 تقسیموو: 2د کسر صور  او مخر د په  ل . 

3
2

5

1 cos
r





 

3مځا ق په دې اساس د فورمول 
2

     دی. نو مراف یو هرایپر و  دی چرېF       محرراق یرې پره دځر

افاده ښیي چې د هایپر و  اصرلي محرور پره دځبري محرور پمرود دی. د محرور         sinکې وادع دی. 

دوه انجامونه په 
2
  3وا

2
   نقځو وادع دي. یننې 2

2 ,V 
و  ا  3

2
10 ,V     نقځې یې

 راسونه دي، په دې اساس

 2 , 8 4a d V V a    

 5 ,  و ا 5 , په رسمولو کې مرسته کوي، خرو پاسرینۍ   نقځې د هایپر و  د  ندیني  رخې  0

  رخه د تنا ر ځانګړتیا له مخې رسمی ي.

  2 2 23
2

4 6 36 16 20c a b c a         

 

 مکل 13.41

 د  ندې منادلې منحني رسم او تشخیص کړئ. 3

15

4 4sin
r





 

 تقسیموو او تر سه کوو چې 4د کسر صور  او مخرد په  ل . 

15
4

1 sin
r





 

1لرره دې چررې  ،د نررو مررراف یررو پررارا و  دی چررې محررراق یررې پرره دځرر  کررې وادررع وي     دی  څررو

 له موندلو وروسته د دې مراف نقځې کولی مو وټاکو. rدیمتونو او د ه ې په مرسته د 
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3
2
  

2
 0  

15
4
 15

8
 15

4
  r 

0لیدل کی ي چې د         لپاره د منحني پرمخ هیع نقځه هم وادع نره ده. د درې ټاکرل مروو نقځرو پره

 .مکل( 13.41)مرسته کولی مو د پارا و  مراف د  ندې مکل په څ ر رسم کړو

 

 مکل 13.41

د 4
cos1

2


r  منادلې مراف رسم کړئ . 

لرره دې چررې ررل .    coscos  15)نررو ځکرره منحنرري دځبرري محررور ترره پرره کتررو متنررا ر ده ، دی 

( او دr)مناسلپاره،  0دمکل( ، 
180  1لپاره د مناس دیمr نو یاده ، کی ي

 منحني تړلې نه ده)پارا و  ده(، یوازې څو دیمتونه یې په جدول کې بکر کوو:

360 300 240 180 120 60 0  
 4 1.3 1 1.3 4  r 

 

 

 مکل 13.41
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13.1   

په یوه مستوي که د نقځو هندسي سیمې ته چې له یوې ټاکلې نقځې او یوه مسرتقیم خرا   را و :  پا

څخه متساوي الفاصله وي، د پارا و  ویل ک  ي، یراده نقځره یرې د محرراق او مسرتقیم خرا یرې د        

 هادي په نامه یادی ي.

ه ه وتر چرې د پرارا و  لره محروره ت رر او پره تنرا ر محرور پمرودي وي، د           . و  منیاري وتر د پارا

 پارا و  منیاري وتر نومی ي.

د پررررررررررارا و   د پارا و  محراق د پارا و  منادله

 هادي

د پررررارا و  د محررررور  

  ا  

   2
4y k p x h    ,F h p k x h p  يافق 

   
2

4x h p y k    ,F h k p y k p  يپمود 

                : د پارا و  پمومي منادله
2 2,x Ay By C y Ax Bx C      

په مستوي کې د نقځو ه ه سیګ چې له دوو ټاکلو نقځرو څخره د واټنونرو مجمروس یرې لره       :  يور یض

ثا رر  پرردد سررره مسرراوي وي،  یضرروي نررومی ي، یررادې دوې نقځررې د  یضرروي محرادونررو پرره نامرره   

 یادی ي.

د وي، د ه ره وترر چرې د  یضرروي لره محرادره ت رر او پره تنرا ر محرور پمررو         .  د  یضروي منیراري وترر   

)( یضوي منیاري وسن   rectumlatus .یا پمودي محرادي وتر نومی ي 

د  یضرررررررررررررررررررررروي   د  یضوي منیاري منادله

 محرادونه

 د  یضوي محور  ال 

   
22

2 2
1

y kx h

a b


  

 ,F h c k يافق 

   
22

2 2
1

y kx h

b a


  

 ,F h k c يپمود 

 

.  د  یضوي پمومي منادله
2 2 0 , 0 , 0Ax Cy Dx Ey F AC F       

A                                                           د  یضوي مسا  .  ab 
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پرره مسررتوي کررې د نقځررو ه رره هندسرري سرریمه چررې لرره دوو ټرراکلو نقځررو څخرره د واټنونررو     و :  هررایپر

تفاضل یې یو مثبر  ثا ر  پردد وي، د هرایپر و  پره نامره یرادی ي، یرادې دوې نقځرې د هرایپر و             

 محرادونو په نامه یادی ي.

وی او پره تنرا ر محرور    ه ه وتر چې د هایپر و  له یوه محراق څخه ت ر م.  د هایپر و  منیاري وتر

)(یې پمودي وي، د هایپر و  منیاري وسن   rectumlatus .یا پمود محرادي وتر نومی ي 

 محورونه ونهمجانب محرادونه د هایپر و  منیاري منادله

   
22

2 2
1

y kx h

a b


  

 ,F h c k  
b

x h y k
a

    
 يافق

   
2 2

2 2
1

y h x k

a b

 
  

 ,F h k c  
b

y k x h
a

    
 يپمود

:   د هایپر و  پمومي منادله
2 2 0 , 0 , 0Ax Cy Dx Ey F AC F       

او د دویم محرور   2a چې د لومړي محور طول یې دوه پمودي او افقي هایپر و .  د هایپر و  زود

 وي او اړونده منادلې یې 2bطول یې 

       
2 22 2

2 2 2 2
1 , 1

y k y kx h x h

a b b a

  
    

  وي، د مزدود هایپر و  مانو په نامه یادی ي.

 د مخروطي مقاطع منحني مانو منادلې پبار  دي له:   د مخروطي مقاطع پمومي منادله 

022  FEyDxCyAx 

هرایپر و ، دایرره، یروه جروړه      څخه، په پمومي تومه د پاسینۍ منادلې مراف پارا و ،  یضوي، 

 خځونه، یو مستقیم خا، یوه نقځه او یا یو مب م  ال  زې وي.

 ه دواړه یې،ن ضریبونو څخه یو یې صفر وي،  Cو یاا  Aد ،که منادله د پارا و  وي .1

 . مي 0CAنو  اید که چ رې منادله د یوې دایرې وي. 2

0ACېینن ،   ويم اماره ه اید  Cوا A  ،  که منادله د  یضوي اړوند وي .3 . 

0ACېینن ،    اید مختلف ا ماره وي Cوا Aنو ،  که منادله د هایپر و  اړوند وي. 4 . 

0Aکه. 5 B  د یوه مستقیم خا اړوند ده، منادله وي. 

  یوه  شپړ دویم درجه دوه مج وله منادله پبار  ده له:  د مخروطي مقاطع کلي منادله

022  FEyDxCyBxyAx 
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وي کې د یوې ټاکلې زاویرې پره انردازه دوراع ومرومي کره      په دې صور  کې ممکن منحني په مست 

منادلررره د مخروطررري مقررراطع اړونرررد وي، د   
2 4B AC      افرررادې پررره مرسرررته چرررې د ممیرررزې

)min( antdiscri .په نامه یادی ي ک دای مي اړونده منحني تشخیص کړو 

)0(که ممیزه صفر وير .4 ،منادله د یو پارا و  ده  

)0(که چ رې میزه منفي وير .5  ،منادله  یضوي راکوي 

)0( میزه مثب  ويرکه چ رې م .1   یوه هایپر و  ښیيمنادله . 

 البته دایره د  یضوي ځانګړی  ال  دی) کله چې دځرونه یې سره مساوي مي( 

,      :په دځبي مختصاتو کې د مخروطي مقاطع منادلې
1 cos 1 sin

d d
r r

 

   
 

 
 

1کهالف .   ،وي منادله د پارا و  اړوند ده 

1 دب .   ،لپاره منادله  یضوي مکل راکوي 

1د د .  د منادلې منحني یو هایپر و  دی، په صور  کې 

0 که چ رېد .   .وي منحني له یوې دایرې څخه پبار  دی 

13.1   

 د  ندې مرکزونو او مناپو په کارولو سره اړونده دایروي منادلې ولیکئ.. 1

     . 0,0 , 5 , . 3,2 , 4 , . 2, 2 , 2I r II r III r    

 د  ندې دایرو مراکز او مناپوې وټاکئ..  2

     

        22222

2222

.,162.

93.,3661.

cbyaxIVyxIII

yxIIyxI






 

 .د  ندې دایرو منادلې په منیاري تومه ولیکئ. 3

0754.,0626. 2222  yxyxIIyxyxI 

0132844. 22  xyxI 

 د  ندې دایرو  قیقي، موهومي او صفري ډولونه تشخیص کړئ.. 4

0642.,019102. 2222  yxyxIIyxyxI 

062433.,0142444. 2222  yxyxIVyxyxIII 

 د  ندې پارا و  مانو اړونده محراق، راس او هادي وټاکئ. .5

   581.,34.

,8.,6.

22

22





xyIVxyIII

yxIIxyI
 

 د  ندې پارا و  مانو منادلې ولیکئ. .1
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2او هادي یې (2-,6)که محراق یېالف(  0x   وي. 

2 او هادي یې (1,3) که چ رې راس یېب (  0x  .وي 

0yیې و هادیا (3,1) راق یېکه محد (   وي . 

  ندې منادلې په اړوند ستندرد  ال  واړوئر ورپسې د هر یوې راس او هادي وټاکئ.. 1 

0824.,01225.

01683.,02582.

22

22





yxxIVyxIII

xyIIxyyI
 

 د ندې  یضوي مانو مرکز، محراق، راسونه او محورونه وټاکئ.. 1

   

084896416.

,011161849.

576436616.,576169.

22

22

2222







yxyxIV

yxyxIII

yxIIyxI

 

  د  یضوي منادله ولیکئ چې. 9

  .وي (0,13)یې و رأس ا(5-,0)  اق یې، محر (0,0) کز یېالف( مر

)ونه یېب ( محراد 4 , 0) او راسونه یې( 5 , 0)  وي. 

 یې و پن المرکزی ا )0,5(ونه یېد ( محراد
8

5
 وي. 

نقځرې څخره   (1,0)  او لره  وي (6,2) یرې محرراق   ،(1,2) د  یضوي منادله ولیکئ چرې مرکرز یرې   .  11

 ت ره موې وي.

11  .1
2

2

2

2


b

y

a

x
ba منحني رسم کړئ که چ رې   وي . 

 او مجانبونه وټاکئ. د  ندې هایپر و  مانو محرادونه، راسونه.  12

1
916

.,100254.,25.
22

2222 
yx

IIIyxIIyxI 

 د  ندې هایپر و  مانو مرکز، محرادونه، راسونه او مجانبونه ولیکئ..  13

1
16

)2(

9

)1(
.

22





 yx

I  1
1

)1(

4

)1(
.

22





 xy

II 

08190916.

0501843.

22

22





yyxIV

yxyxIII
 

نقځررې  (4,8)وي او لرره (5,2) یررې ، رأس(4-,5) د هرایپر و  منادلرره تر سرره کرړئ چررې مرکررز یرې   .  14

 . څخه ت ره موې وي

  ندې منادلې راکړل موېر ډولونه یې تشخیص کړئ. . 15
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075488.

0112673.

09752.

2

22

22







yxyxIII

yxyxII

yxyxI
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 په دې ضمیمه کې د ځینو سځحو او هندسي اجسامو مم رنې په لنډ ډول راوړل موي دي.

  مکل( 1)(  هر ډول مکل چې ولري)  اختیاري مثلث. 1

وامحیا  Pمسا   ،  Kارتفاس ،  hداپده ، bکه   cbaS 
2
 نو ، وي 1

   cSbSaSSAbcBacCabhbK  sinsinsin
2
1

2
1

2
1

2
1 

 

 مکل 2     مکل                                   1

 مکل( 2)دائم الزاویه مثلث.  2

222,
2

1

2

1
bacabhbK  

  مکل( 3) متساوي السادین مثلث . 3

.4
2

1
,

2
,ˆˆ, 222

2

22 bch
b

hcCAca 







 

  مکل( 4)مثلث متساوی ا ضلاس.  4

cbahCBAcbaP
2

3

2

3

2

3
,60ˆˆˆ,333   

 

 مکل 4مکل                                  3

 مکل(( 5) ه ه څلور ضلني چې دوې ضلنې یې موازي وي. منحرف )5

 مسا   وي. Kتو مثلثونو ارتفاس وې او د دځر دواړو لوریو ته د پر 2hوا 1hدځر،  dکه
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 21
2

1
hhdK  

 

 مکل 1مکل                                     5

 ( ه ه څلور ضلني چې دوې ضلنې یې موازي وي.بوب نقه ) 6. 

h  ،  12ارتقاس ,bb موازي اضلاس وې  ،K        مساhbbK )(
2

1
21  

 ((مکل 1) ه ه څلور ضلني چې مخامخ اضلاس وې یې موازي ويا ضلاس ) يمتواز. 7

K  ،   مساb داپده  وh   ارتفاسbhK  

 

 1مکل                                        1مکل

 مکل( 1.مستځیل)1

a اوږدوالی(طول(  ،bپرض)سور(  ،d  و ادځرP محیا 

baPbadabK 22,, 22  

 مکل( 9. مر ع ) 9  

a  ، ضلعd  ، دځرp  وامحیاK     :   مسا
2,2,4 aKadap  

ddaKap 2,,4 2  

 

 مکل 11مکل                          9

d  
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 مکل( 11)دایره  . 11

       r  ،   مناسd ،  دځرc  وامحیاK       مسا 

2,2

14,31415926545,3

rKdrc 






 

 مکل( 11)  د دایرې دځنه او دځاس  .11

  مرکزي زاویه ،d  وتر،S ،د دوس طول،K   وا د دځنه مساA   د دځاس مسا  

  sin
2

1
,

2

1

2

1
, 22  rKrrSArS 

 

 مکل( 12) ي یضو

A ،   مساc  ، محیاa د اطول دځر نیمایي  ،b د ادصر دځر نیمایي 

 22

2
12, bacabA   

 مکل( 13)مستځیل مکن   .14

  l  ، طولw،  پرضh ،  ضخام   A   و ا جانبي مساV   جم  

 

)(2, hwlhlwAlwhV  

 

 

 مکل 14مکل                                     13

 مکل( 14) مکن   . 14

 a 32 :  جم V جانبي مسا   اوAضلع  ،   ,6 aVaA  

 مکل( 15)دائم منشور. 15
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 h  ،  ارتفاسA د داپدې سځح او V       :  جم hAV  

 

 مکل 11ل                           مک 15

   مکل( 11)دایروي دائم استوانه . 11

h ، ارتفرراسr د داپرردې مررناس ،c د داپرردې محرریا،A د داپرردې سررځح،S وا جررانبي سررځحV  

  جم 

hrAhVrhchSrA 22 ,2,   

 مکل( 11)هرم  .11

hارتفرراس  ،A د داپرردې سررځح ،p  د داپرردې د سررځحې محرریا ،K  جررانبي محرریا  ،s وج رري

 : ارتفاس

AhVpsK
3

1
,

2

1
 

 
  مکل( 11)مخروطم دای يدایرو.11

r ، مررناسh ، ارتفرراسs وج رري ارتفرراس  ،A د داپرردې سررځح ،S جررانبي سررځح  ،V  وا  جررم c 

 :  داپدې محیا

2 21 1 1
, ,

2 3 3
A r S cs rs V Ah r h       

 مکل( 19)  دائم نادص هرم . 19

hس،ارتفا  A،  د  ندینۍ داپدې مسا  ،A  د پاسینۍ داپدې مسا  ،V  جم  
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).(
3

2121 AAAA
h

V  

 

 مکل 21مکل                          19

 مکل( 21)ي دائم نادص مخروطدایرو . 21

h ، 1ارتفراسA     2،  د  نردینۍ مقځررع مسراA     1،  د پاسرینۍ مقځررع مسراr   د  نردینۍ مقځررع

  جم  : Vوا،   د پاسینۍ مقځع مناس 2r،  مناس

)(
3

)(
3

2

221

2

12121 rrrr
h

AAAA
h

V 


 

 کره  .   21

r    مناس  ، مسا)(s  جم   ،)(v   ،  د سترې دایرې مسا)(A (21 )مکل: 

32

3

4
,44 rVrhS   

 

 مکل 22 مکل                              21

 الیپسوئید   . 22

),,(د الیپسوئید درې مونه دځر  abc  او اړونده  جم یېabcV 
3

4
   دی. په پمومي تومره

،  پره خصوصري  الر      مرکل(  22)الیپسوئید هګۍ ته ورته او یا فشرده خټکي ته ورته مرکل دی 

کې الیپسوئید د دوو  ندو د مساوي والي په صور  کې د پادي خټکي مرکل غروره کروي او کره     

  ندونه یې سره مساوي وي نو په کره اوړي.چ رې درې 
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   مجسم چنبره . 23

 Rمناس لرونکې دایرې هندسي سیمه، داسې چرې مرکرز یرې د دویمرې دایررې پره محریا چرې          rد 

، دویمرره دایررره د مررکل( 23)مرناس ولرررير ترراو مرري)دوراع ومررومي(، مجسررم چنبررره تر سرره کیرر ي  

( یې Vاو  جم ) Sس ده. د چنبري جانبي مسا   د مقځع او چنبرې منا rمحور دایره نومی ي او 

 پبار  دی له:

RrVrRS 222 2,4   

 

 مکل 24مکل                             23

 ( رل مکه )  و ِ -24

د ډول ته ورته مکل  جرم چرې مقراطع یرې نظرر یروه سرتر مقځرع تره متنرا ر وي او د  ومرکې اړونرد             

د سترې  Aندیني مقاطنو دځر، د پاسیني او    d،ستر دځر،  D. مکل( 24)مقاطع دایروي دي

),(مقځع مسا   او  12 BB :د پاسیني او  ندیني مقځو مسا   دی، نو  جم یې پبار  دی له 













)4(
6

)2(
12

1

21

22

ABB
h

V

dDhV 
 

  

r  
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                                               د  قیقي اپدادو سیستم

 د اپدادو ډولونه د اپدادو نوم

 طبیني اپداد 1, 2 , 3 , 4 , 5 , ... 

 کامل اپداد * 0 ,1, 2 , 3 , 4 , 5 , ... 

 تام اپداد 0 , 1, 2 , 3 , 4 , 5 , ...      

 ادمثب  تام اپد 1, 2 , 3 , 4 , 5 , ...        

 منفي تام اپداد 1, 2 , 3 , 4 , 5 , ...       

2 لکه : ناطق اپداد
1  ،4

5
  ،

1
7
  ،2

2
 او داسې نور 

: اپداد غیرناطق  7،  3، 2 لکه  ،e، او داسې نور 

  قیقي اپداد ,     

 یوناني الفبا توري

N v نیو A  الفا 

Z  اکزی B  تا  

O o اومیکروع   گاما 

  پی   د لتا 

P  رو E  اپسیلوع 

  سیگما Z  زتا 

T  تاو H  اتا 

Y v یوپسیلوع   تتا 

  يف I i ږیوتا 

X  )کای)خی K  کاپا 

  پسی   مبدا  

  اومگا M  میو 

سرراین، کوسرراین، تنجنرر ، کوتنجنرر ، سرریکن  او کوسرریکن  مثلثرراتي نسرربتونه پرره مپاړلسررمه   

 پ ړۍ کې رایج مول.
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 -په مپ مه مریلادي پ رړۍ کرې اردهرا      (Aryabhata)د لومړي ځل لپاره هندي ریاضي پوه ږریب ځه 

اصځلا  چې د وتر نیمایي په مننی دهر مځر  کرړه او وروسرته یرې  یرا جیروا یرا          (ardha- jya)جیا

شتو جیوا کلیمه د خپل پر ري تلفر    کلیمه چې د وتر مننی لري په ځای وټاکله. پرب م   (jya)جیا

تلف  کوله، چرې پره پر ري داموسرونو کرې د نننرۍ فنري         (jb)او ځینې م ال ج   (jiba)مځا ق جی  

منني)سررراین( نررره پرتررره  لررره کومررره ځرررانګړې مننررری نررره لرررري. ترررر ټولرررو مشررر ور اروپرررایي م ررراړع       

مونرد کولرو او    کلنرو کرې یرې     1111 – 1114چرې پره    (Gherardo of Cremona)مراردوکرمونرایي  

میلادي کال کې یې جی  پر ري کلیمره چرې غیرر فنري       1151پر ي کتا ونه یې وم اړل، په  91کا و  

منني یې د خلیج، مودال، موروالي او یا جوب وه، په سرینوس  تینري کلیمره چرې پرین مننري یرې        

هماغه د وترر  وټاکل مو چې موخه یې  (sin)کلیمې لنډیز ساین  (sinus)لرله وم اړله، او د سینوس 

نیمررایي دی، کوسرراین مف رروم لرره کوسررینوس     cos inus     څخرره اخیسررتل مرروی چررې د سررینوس

 متمم)د ساین متمم(  لل کی ي.

 تنجن  او سیکن  مثلثاتي نسبتونه

که یوه زاویه په یوه وا د مناس لرونکې دایره کې ستندرد  ال  ته راوړل مي، لیردل کیر ي چرې       

خځونو څخه دي او ځیني وخ  د مثلثاتي خځونو په نامه مثلثاتي نسبتونه پبار  له هم و دځنه 

یررادی ي، چررې تنجنرر   tan gent    ممرراس  الرر  او سرریکن secant   ،د درراطع  الرر  لررري

 یننې تنجن  او سیکن  په ترتی  د مماس او داطع کلیمو منادل دي.

 کوتنجن  او کوسیکن  مثلثاتي نسبتونه

 صځلا اتو متمم دي.کوتنجن  او کوسیکن  اصځلا ا  په ترتی  د تانجن  او سیکن  ا

نو د ساین اصلي مننی وتر خو غیر فني منني یې جوب یا جیوال دی. تنجن  د ممراس مف روم لرري    

او سیکن  د داطع مننی ښیندي. کوساین د سراین، کوتنجنر  د تنجنر  او کوسریکن  د سریکن       

 متمم دی.

اویرې لپراره   ز ساین، کوساین، تنجن ، کوتنجن ، سیکن  او کوسیکن  مثلثراتي نسربتونه د   

 په  ندې تومه ښودل کی ي.

sin  ،cos  ،tan    ،cot  ،sec   وcosec 
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